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Группа французских матема- 
тиков, объединенная под псев- 
донимом «Бурбаки», поставила 
перед собой цель — написать 
под общим заглавием «Элемен- 
ты математики» полный трактат 
современной математической 
науки. 

Много томов этого трактата 
уже вышло во Франции. Они вы- 
звали большой интерес матема- 
тиков всего мира как новизной 
изложения, так и высоким науч- 
ным уровнем. 
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пирантов и студентов старших 
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rJIABA IV 
МНОГОЧЛЕНЫ И РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ 


Там, где не оговорено противное, все кольца операторов, 
рассматриваемые в этой главе, предполагаются коммутативными 
и имеющими единицу. 


$ 1. Многочлены 


1. Определение многочленов 


Пусть /— произвольное непустое множество индексов, N= 
произведение (гл. 1, $ 4, n° 5) семейства моноидов, имеющее Г 
в качестве множества индексов, причем все моноиды тождест- 
венны аддитивному моноиду № целых положительных чисел. 
Пусть N“) — устойчивое подмножество в Ν᾿, состоящее из 
последовательностей (п,), у которых п, =0 для всех индексов ι, 


1 
кроме конечного числа. Если J конечно, то N“ и N’ совпадают. 
Пусть А — некоторое коммутативное кольцо с единицей. Paccmo- 


трим алгебру моноида №‘ относительно кольца А τε; Π. 5.0 
n° 9). Эта алгебра обладает каноническим базисом (en) en ext co 
следующей таблицей умножения: Em)" En) (тп). Она KOM- 
мутативна. Роль единицы играет элемент Ce, канонического. 
базиса, где Ὁ есть элемент из N), все координаты которого 
равны нулю. Поскольку элемент Cg является свободным, можно 
отождествить кольцо А с подалгеброй Aes, установив соответ- 
ствие À —> es, которое отождествляет Ce, с единицей кольца A 
(мы будем обозначать ее через 1, если это не приведет к путанице). 

Для каждого индекса ΧΕΙ] рассмотрим элемент (п) Е М? 
такой, что n,=1 и п, =0 при и 5-х. Элемент &n,) канонического 
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базиса, соответствующий элементу (n,)E №(), обозначим симво- 
_ лом X,. Из приведенной выше таблицы умножения (с помощью 
индукции по Τι) легко усмотреть, что каждый элемент E(n,) кано- 
нического базиса можно записать единственным образом в виде 
(т) = Il x (выражение имеет смысл, поскольку все 7, за исклю- 


чением конечного числа из них, равны нулю). 


Таким образом, алгебра моноида N“) порождается элемен- 
tamu 1 и X, (где ı пробегает Г). 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Алгебра моноида N) относительно кольца A 
(коммутативного и обладающего единицей) называется алгеброй 
многочленов относительно переменных X, (LEL) с коэффициен- 
тами из кольца А и обозначается символом А[Х ет. Элементы 
этой алгебры называются многочленами относительно перемен- 
ных X, (LEZ) с коэффициентами из кольца А. 

Пусть /— конечное подмножество в N. Вместо А[Хег мы 
пишем АХ, Xin, ee, Xi]; где (ix){<h<p — последовательность 
элементов из J, расположенная в порядке возрастания. 

Каждый многочлен UE A[X, ег записывается единственным 
образом в виде и= δ) Un) ΠΧ", где индекс (πι) пробегает 

(т,) ЕТ 
множество IVY), Элементы On,), из которых только конечное 


число отлично от нуля, называются коэффициентами многочлена и, 
а элементы Qn,) I] X) называются его членами (элемент 
vel 


an) II Х'' будет часто называться «членом при lj Xi"; когда 
vel LEZ 


все п, равны нулю, его называют также «свободным членом» MHO- 
гочлена (ср. $ 2)). Элементы [I x" канонического базиса алгебры‘ 
vel 


AIX,lcr называются одночленами: каждый многочлен, таким 
LILE 

образом, является линейной комбинацией одночленов с коэффи- 

циентами из А, причем одночлены линейно независимы. 


Если коэффициент ἄγῃ) Мвогочлена и равен нулю, то говорят 


(для краткости), что u не содержит члена при | | x", В частности, 
vel 

если «свободный член» многочлена и равен нулю, то говорят, что 

и—многочлен «без свободного члена». 
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2. Свойства алгебр многочленов 


Пусть J и ]’— два множества одинаковой мощности, и пусть 
φ-- взаимно однозначное отображение J на Ι΄. Линейное отобра- 


жение алгебры A[Xiler на алгебру A[Xy]xcer, которое каждому 
элементу ΠΧ’ канонического базиса алгебры A[X,ler ставит 
ЕТ 


В соответствие элемент [I χο канонического базиса алгебры 
ЕТ 


A[X%xluerr, есть usomopfusm первой из этих алгебр многочленов 
на вторую. 

В частности, алгебры многочленов с коэффициентами из 
кольца А, соответствующие всевозможным конечным множествам 
индексов с одним и тем же числом элементов п, изоморфны 
между собой. Их отождествляют обычно с алгеброй многочленов, 
соответствующей множеству индексов J = [1, п] и называют алгеб- 
рами многочленов от п переменных с коэффициентами из кольца А. 


Естественно, для обозначения переменных можно пользоваться 
любыми другими буквами вместо букв X; (1 <1< п). Например, в мно- 
гочленах от трех переменных переменные можно обозначать симво- 
лами У|, Yo, Уз или X, У, Z. Каковы бы ни были принятые обозна- 
чения, будем иметь в виду, что речь идет всегда об одной и той же 
алгебре, структура А-модуля которой совпадает со структурой модуля 
ΑΝ), и что три переменные—это три элемента C409, 6010, 6001 KAHO- 
нического базиса этого модуля. : 

В частности, когда мы будем говорить о многочленах от одной 
переменной, эта переменная будет чаще всего обозначаться через Х, 
а алгебра многочленов от одной переменной— символом А [Х]. Таким 
образом, каждый многочлен u € A[X] записывается единственным 
образом в виде N An”. Сумма и произведение двух многочле- 

ΕΝ 
HOB OT X, = ann”, >) В»Х”, задаются формулами 
n nr 


utv= >) (an + Bn) X”, (1) 
uv— У AM, -Tie. v= ne Opßn—p- (2) 
n p=0 


Пусть У — произвольное непустое подмножество множества J. 
J 5 
Моноид N“) можно отождествить с устойчивым подмноже- 
р. | 
ством в № 4 состоящим из элементов (πι), у которых п, =0 
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при всех 1LE€CJ. Следовательно (гл. Il, $ 7, n° 9), алгебру 
А[ХИл можно отождествить с подалгеброй A[X\iler, имеющей 


в качестве базиса одночлены ie где nn =0 для всех LE CJ. 
ЕТ 


Эта подалгебра порождена элементами 1 и X,, , СУ. Иногда гово- 
PAT, что она состоит из многочленов, He содержащих X,, где LE CJ. 


При J=g подалгебра алгебры А [Х her порожденная элемен- 
тами À и X» we J, сводится к A. Мы условимся применять обозна- 
чение А [X Leg и в этом случае. 


Осуществленное отождествление позволяет говорить о том, 
что алгебра A[Xiler является объединением подалгебр A [Хех, 
где / пробегает множество всех конечных подмножеств множе- 
ства J. Действительно, каждый многочлен и является суммой 


конечного числа ненулевых членов вида и) |] Xx. В каждом 
ν 


из этих членов число индексов L, для которых п, == 0, конечно. 
Обозначим буквой J конечную часть J, состоящую из всех таких 
индексов (соответствующих всем ненулевым членам многочлена и). 
Тогда, очевидно, и принадлежит алгебре А [Х ел. 
Для любых двух равномощных подмножеств J и J’ множества / 
подалгебры А [Хе си AIX, Le ‚ алгебры A[X ler изоморфны. 
_ Например, в алгебре А[Х, У, 2] многочленов от трех переменных над 
кольцом А алгебры A[X], A[Y], A[Z] изоморфны, но, разумеется, 
не тождественны. Заметим по этому поводу, что пока в некотором 
рассуждении участвуют только многочлены от одной переменной, 
нет смысла различать алгебры Α[Χ], A[Y], A[Z] ит. д., как мы 
06 этом говорили выше. Напротив, во всех рассуждениях, где уча- 
ствуют многочлены от нескольких переменных Х, У, Z ит. д., эти 
обозначения применяются к различным алгебрам. 


Пусть / — непустое подмножество множества J, отличное от J, 
К = CJ — дополнение J в Г. Моноид N” изоморфен произведению 
моноидов Ν΄) x NE) (гл. I, 8 4, n° 5). Отсюда следует (ra. Ш, 
$ 3, n°2), что алгебра А[ХИг изоморфна тензорному произ- 
ведению подалгебр А[Х ел и Α[Χι]ιεκ. 


Этот результат можно получить другим способом, заметив, что 
алгебра А [Х ler изоморфна тензорному произведению алгебр А [X,] 


многочленов от одной переменной, что тотчас следует из вида кано- 
нического базиса алгебры A[X г (гл. Ш, Приложение 1). 
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Пусть В=А[Хцел. Кольцо Al[X,ler, рассматриваемое как 
алгебра относительно своего подкольца В, есть не что иное, как 
алгебра, полученная путем расширения кольца операторов À 
алгебры А [Хек до кольца В (гл. Ш, § 3, n° 4). Другими сло- 
вами, каждый многочлен относительно переменных X,, LEI, 
с коэффициентами из кольца А можно однозначно подставить 
в виде многочлена относительно переменных X,, LE /, ο коэффи- 
циентами из кольца В многочленов относительно X,, ιΕ. (с коэф- 
фициентами из кольца A). Алгебра А[Х ет, как алгебра над 
кольцом В, отождествляется, таким образом, с алгеброй много- 
членов В [Хи ск. 

Предложение 1. Пусть ф — представление кольца А в кольцо В, 
переводящее единичный элемент кольца А в единичный элемент 
кольца В. При этих условиях существует единственное пред- 


ставление φ кольца Α[|Χι]ιει в кольцо Ρ[Χι]ιει, которое продол- 
maem φ и для любого LET отображает многочлен X, кольца 
A[Xiher в многочлен X, кольца B[Xiler. При этом, если ф— 
изоморфизм кольца A на кольцо В, то ф— изоморфизм А [ХЦ 
на B [Xi her. 

Это частный случай общего предложения о моноидных алгеб- 
pax (гл. Il, $ 7, n°9). Точнее говоря, образом относительно 


отображения ф многочлена >) any 1} xP является многочлен 
(n,) L 


-Φίαρῳ) EE Говорят, что последний многочлен получен 
т, ν 


применением ф к коэффициентам многочлена У (т, ) I] a: 
(n,) 


В формулировке предложения 1 нам надо было подчеркнуть 
разницу между многочленом X, кольца A [X Le ги многочленом X, 


кольца В [X ver (эти многочлены различаются в силу их определе- 
ния (n°1)). Однако, допуская вольность речи, их обычно отожде- 


ствляют и говорят, что представление ф оставляет инвариантным 
каждый многочлен X,. 


В частности, если A’ есть подкольцо кольца A, имеющее тот 
же самый единичный элемент, то каноническое вложение A’ в A 
продолжается до канонического вложения подкольца А’ [Хе 
в кольцо AlX,ler. Сужая кольцо операторов алгебры Α [Χι|ιε] 


14 МНОГОЧЛЕНЫ И РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ гл. Iv, $1 


до A’, мы можем рассматривать алгебру A[Xiher как алгебру 
над A’. Алгебра А’[Х ег является в этом случае подалгеброй 
алгебры Α[Χι]ιει (cm. гл. Il, § 7, n° 9). 


3. Понятие степени 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Членами полной степени р в имногочлене 
| yn 
UEA[X her называются члены оц) LI Х", y которых δι =P. 


Сумма всех членов полной степени р многочлена и назы- 
вается однородной составляющей (полной) степени р много- 
члена и. Говорят, что и является однородным многочленом 
полной степени р, если он равен своей однородной составляю- 
щей полной степени р. 

ПрЕдложЕНИЕ 2. Если и и и—0ва однородных многочлена 
степеней р и д соответственно, то UV есть однородный много- 
член степени pq. Предложение вытекает, очевидно, из опре- 
деления 2. 

Ясно, что множество однородных многочленов полной сте- 
пени р является подмодулем H, в кольце А[Х ег (рассматри- 


ваемом как А-модуль) с базой, состоящей из одночленов ΠΧ", 
L 


у которых >)m—=p (ρ--ΠΡΟΠΒΒΟΠΡΗΟΘ неотрицательное целое 
L 


число). Отсюда следует, что А-модуль А[Х ег есть прямая 
сумма подмодулей H,(pE N). Поэтому произвольный MHOTO- 


со 


член и однозначно представляется в виде и = > Ир, ирЕН p rye 
p=0 


Un—OHHOPOHHAH составляющая степени р многочлена u (Up=O0 
для всех индексов р, за исключением конечного числа). 
Пусть /— конечное множество из 4 элементов, например 


1=[1, ο]. Число одночленов полной степени р равно числу 
| q 


элементов (Nr)i<h<g из №1, у которых У пк=р, т. ο. Фе 
k—1 
(Teop. ΜΗ., гл. III). Таким образом, подмодуль À, допускает базис 


из Less элементов (см. гл. Ш, $ 5, следствие 2 к теореме 2). 


Пересечение двух различных модулей H, равно нулю. Следо- 
вательно, каждый ненулевой однородный многочлен и может 
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принадлежать только одному из H,. Число р, для которого 
иЕНь, называется (полной) степенью многочлена и. Более общо 
введем следующее определение: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Назовем (полной) степенью ненулевого мно- 
гочлена и и обозначим символом degu наибольшее из целых 
чисел р>0, для которых однородная составляющая степени р 
многочлена и отлична от нуля. 


Замечания. 1) Стоит отметить, что, согласно определениям 2 
и 3, степень нулевого многочлена не определена, но что для всякого 
целого числа p > 0 мы тем не менее имеем право сказать, что «нуль 
является однородным многочленом степени р». В этом заключается 
традиционная вольность речи, так как вторую фразу надо понимать 
как синоним (0€ Ηρ». Иначе говоря, в этой фразе слово «степень» 
не следует отделять от выражения «однородный многочлен степени р», 
которое должно рассматриваться как единый термин. 

Точно так же удобно говорить, что «f есть многочлен степени 
< р (соответственно « р)», если однородная часть степени п много- 
члена f равна нулю при всех п > р (соответственно п > р). Это выра- 
жение означает, таким образом, что многочлен f равен нулю или 
степень его < р (соответственно < р) и выражение «многочлен сте- 
пени < р» (соответственно «многочлен степени «< р») должно также 
рассматриваться как единый термин. 

2) Однородные многочлены степени р называют также (допуская 
вольность речи; см. $ 2) формами степени р относительно перемен- 
их Х,. В частности, каждая форма степени 1 (соответственно 2, 3, 4) 


называется линейной формой (соответственно квадратичной, кубичной, 
биквадратичной). Формы относительно п переменных называются 
п-арными формами (бинарными, тернарными, кватернарными— для 
n—2, 3, 4 соответственно). | 

3) Однородные многочлены нулевой степени являются не чем 
иным, как элементами кольца А Говорят еще, что они являются 
константами в кольце А [Х,], ст (CM. $ 2). 


ПрЕдлоЖЕНИЕ 3. Пусть и и о—0ва многочлена, не равные 
нулю одновременно. 
1° Если deg и =Е degv, то 


и 5-0 и Чев (и -- о) = Мах (Чери, deg v). 
Если degu=degv u, кроме того, utv ΕΟ, то 
deg (u-- v) < Мах (deg и, deg в). (3) 


2° Если uv == 0, mo 
deg (uv) < deg u + deg v. (4) 
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_ Доказательства очевидны. 

Из формул (3) и (4) (вторая применима в случае, когда 
deg и = 0) вытекает, что многочлены полной степени <p обра- 
зуют nodmodyad в А[Х ег, база которого состоит из одночленов 


I] Xv‘, у которых Ут <p. 
L п 


Пусть теперь /— некоторое непустое подмножество множе- 
ства J. Мы видели, что каждый многочлен и из кольца A[X,;ler 
можно рассматривать как многочлен относительно переменных 
X,, EJ, с коэффициентами из кольца многочленов В = А [A,lecy- 
Определения 2 и 3 применимы, естественно, к кольцу BX) ey. 
Им соответствуют новые определения для многочленов и € А [X ler: 


N 
мы будем говорить, что член an, [| Xu имеет степень р отно- 
L 


сительно переменных Λος Led, если у Τι =р. Многочлен и назы- 
ЕЛ 
вается однородным, причем степени р, относительно перемен- 


ных X,, LE J, если все ненулевые члены многочлена имеют OTHO- 
сительно этих неизвестных степень р. Множество таких много- 
членов образует подмодуль в кольце А [Χι]ιει, а А [ХИ г является 
прямой суммой подмодулей такого типа (ΡΕ N). Степенью нену- 
левого многочлена и относительно переменных Х,, LE J, назовем 
наибольшее из целых чисел р, для которого существует нену- 


п 

левой член On, ) ПХ, ο Ую=р. В частности, когда J состоит 
L L 

из одного элемента X, степень многочлена U относительно X, мы 


будем обозначать символом deg,u. Мы оставляем читателю 
возможность сформулировать с этими определениями предложения 
2 и ὃ для кольца В [Xi]. 

В кольце многочленов A[X] от одной переменной имеется, 
естественно, только одно понятие степени. Однородные многочлены 
имеют вид AX” (ЛЕА). Ненулевой многочлен степени п запи- 

т 


1 > 
сывается, как и = У o,X". Коэффициент a,, который, по пред- 
k=0 : 


положению, отличен OT нуля, называется старшим коэффициен- 
том многочлена и. Ненулевой многочлен, старший коэффициент 
окторого равен 1, называется унитарным многочленом. 


Градуированные алгебры и модули. Понятие степени в алгебре 
многочленов есть частный случай более общего понятия, многочис- 
ленные примеры которого мы встретим позже. 
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Пусть АЬ— коммутативное кольцо с единицей, Е — алгебра над 
A, Г—аддитивно записанный коммутативный моноид. Градуи- 
ровкой алгебры E со значениями в моноиде L (или по моноиду Г) 
называется семейство (Н»)» ст, А-подмодулей алгебры Е, удовлетво- 


ряющее следующим условиям: 

(АСТ) Е есть прямая сумма Ηλ; 

(AGq1) Hy) Hy C Ηλεμ. 

Множество E, наделенное структурой алгебры и градуировкой 
(H,), назовем градуированной алгеброй (по Г). Обычно мы будем 
говорить, что элементы из Hy являются однородными элементами 
степени À (или веса À). Каждый элемент zEE, в силу свойства 
(АСТ), однозначно записывается в виде х= > zh, где хх ЕН». Эле- 


ЛЕГ, 
мент х) называется однородной составляющей степени À элемента x. 


Ненулевой однородный элемент 2 может принадлежать лишь к од- 
ному из модулей ΗΠ}. Элемент ЛЕГ, для которого x € Ay, называется 
степенью (или весом) элемента х. Степень нулевого элемента не оп- 
ределяется. `В большинстве случаев алгебра Е будет обладать 
единицей, так что А можно отождествить с подалгеброй Ae 
алгебры Е, моноид Г будет обладать нейтральным элементом (мы 
обозначим его 0), и модуль Но отождествляется с А. 

Градуировкой левого Е-модуля М со значениями в Г, (или по L) 
называется семейство (№), лег, А-подмодулей модуля М, удовлетво- 
ряющее условиям: | 

(MG) M есть прямая сумма подмодулей №); 

(Ма) H,N u CG N itp: 

Говорят, что М, наделенный своей структурой Е-модуля и rpa- 
дуировкой (Ny), является градуированным Е-модулем (по Г). Поня- 
тия «однородный элемент модуля М» и «однородная составляющая 
элемента из My определяются, как выше. 

Примеры. 1) В алгебре многочленов A[X ler подмодули 
однородных многочленов (соответственно однородных многочленов 
относительно переменных X,, t€ J) определяют градуировку этой 
алгебры по аддитивному моноиду N. Степень в этой градуировке 
совпадает с полной степенью многочлена (соответственно степенью 
относительно переменных X,, LE J), определенной выше. 

2) Пусть теперь Ли J apa непересекающихся подмножества 
множества J. Для каждой пары натуральных чисел (р, gq) определим 
Нур, а как множество многочленов, однородных степени р OTHOCH- 
тельно переменных X,, LE J, и в то же время однородных степени q 
относительно переменных X, LEJ’. Немедленно проверяется, что 
модули Нр, а определяют градуировку алгебры А [X ler по моноиду 


NXN. Таким же образом определим градуировку А [Х.Г πο προ- 


изведению произвольного числа (He превосходящего мощности MHO- 
жества J) моноидов, изоморфных N. 


Zi; Бурбаки 


ыы 


Е 
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_3) Пусть М — произвольный коммутативный моноид, записанный 
аддитивно, с нейтральным элементом (обозначаемым символом 0). 
Пусть (Θ͵}ιεῃ-- произвольное семейство элементов из М. Назовем 


членами веса Ὁ (Ωω € M) в многочлене u € À [X ler члены „ПХ, ; 


у которых > n,@,=@. Пусть Нь — множество многочленов, у KOTO- 
L : 

рых все ненулевые члены имеют Bec ®. Немедленно проверяется, 

что H, определяют градуировку алгебры A [Х |, т по моноиду М. 


Градуировку в примере 1 можно получить как частный случай этой 
общей градуировки. 

4) В тензорной алгебре T (Е) (соответственно внешней алгебре 
ΛΕ) произвольного А-модуля Е обозначим для каждого p> 0 
через Нр подмодуль, образованный контравариантными тензорами 
порядка р (соответственно р-векторами). Подмодули A, определяют 
градуировку по моноиду N. 

5) Пусть С —коммутативный моноид (записанный аддитивно), 
Е — алгебра моноида Г относительно А (гл. IT, § 7, n°9) (ἐλ)λει,--πᾶ- 


нонический базис Е. В этом случае подмодули Ae, алгебры Е 
(где À пробегает L) образуют градуировку E по моноиду Г. 


4. Многочлены над KOABUOM целостности 


ТЕОРЕМА 1. Кольцо многочленов А [Χι]ιει над кольцом целост- 
ности А (с единицей) является кольцом целостности. 

Пусть и, v— два многочлена из А [Xilier. Три многочлена и, Ὁ 
и иг принадлежат одному и тому же кольцу А [Χι]ιει, где J— 
некоторое конечное подмножество множества J. Надо доказать, 
что если и == О и 2-2 0, то uv =2 0. Таким образом, можно огра- 
ничиться рассмотрением случая, когда множество J конечно. 
С другой стороны, кольцо A[X,, Xo, .:., Χρ] изоморфно кольцу 
многочленов от Хр с коэффициентами в кольце A[X,, ..., Хр и. 
Следовательно, применением индукции по р задача сводится 
к доказательству теоремы для случая р=1, т. е. для кольца 
многочленов А [Х] от одной переменной над À. 

Пусть и=щ-+а.Х +... —+ mA” — многочлен степени т, v= 
= вю + В.Х +... + Pn X" — многочлен степени п над А; тогда коэф- 
фициент при Х"”*” в произведении uv равен Amfn. Tak как 
On ~O и В, #0, по предположению, то ввиду того, что А— 
кольцо целостности, очевидно, имеем mn ~ 0. Следовательно, 
uv + 0. 
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В общем случае, когда А содержит делители 0, предыдущее 
рассуждение показывает, что если старший коэффициент y MHO- 
гочлена и не является делителем 0 в A, то сам многочлен U 
не является делителем 0 в A[X]. В частности, это всегда имеет 
место в тех случаях, когда U— унитарный многочлен. 


Следствие 1. Пусть А — кольцо целостности, и и и— два 
ненулевых многочлена из кольца Α[Χι]ιει. В этом случае 


deg (uv) = deg и + deg v. (9) 
Действительно, если degu=m, degv=n, то можно написать 
И и... Um бб... + Un, 


где Un (соответственно Up) являются однородными составляющими 
степени A (соответственно А) многочлена и (соответственно #) для 
O<h<m (соответственно Ох < п). Так как ии Æ0 и „FO 
по предположению, то UmUn = 0 по теореме 1. Следствие доказано 
ввиду того, что UmUn является однородной составляющей степени 
т — п многочлена Uv. 

Следствив 2. Пусть А— кольцо целостности, и и и— два 


ненулевых многочлена из кольца Α[|Χι]ιει. Для каждого “EL 
имеет место 


deg, (uv) = deg, и + deg, v. (6) 


5. Een. AU0060 деление многочленов одной переменной 


ПредложЕНИЕ 4. Нусть |-- унитарный. многочлен степени 
п>1в кольце A[X]. В факторалгебре A[X]/(f) обозначим сим- 
волом Ἑ класс, содержащий X. Тогда элементы 1, Е, &, ..., 1 
образуют базис алгебры A|X]/(f). 


Докажем сначала, что элементы & (0<k<n—1) линейно 


Sai 
независимы. Действительно, соотношение У λαξῆ--0 означает, 
k=0 — 
n—1 
что 37 A,X" =O (mod f) или, иначе, что существует многочлен 
k=0 7 
n—1 


g€A[X], для которого >) A,X"=fg. В силу унитарности мно- 
k=0 ae 


гочлена f имеем 


deg (fg) = deg | + deg g, если g + 0; 
ож 
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так как степень многочлена f равна п, то предположение σ-Ε0 
1 


BE 
приводит Hac к противоречию: Следовательно, 2 A,X" = 0. Таким 
образом, Л» =0 для O<k<n—1. | 
Чтобы доказать, что элементы & порождают кольцо А [X]/(f), 
достаточно показать для любого р> 0 сравнимость по модулю f 
многочлена X? с нулевым многочленом или с многочленом сте- 
пени <п—1. Проведем индукцию по р. Предложение очевидно 
для p<n—1. Если 
1 n—2 


Х? = У вых" (mod f), το ΧΡΉ = Σ μ.χ’ + pu X” (mod ῃ. 


0 


Все сводится, таким образом, к доказательству предложения для 
τι n 
Ὁ oid an 

p=n. Пусть f=X"+ » X”; тогда "= — DJ a,X" "(mod f), 
n==1 h=1 


чем и заканчивается доказательство. 
Предложение 4 можно сформулировать и следующим образом: 
ПьЕдложЕНИЕ 9. Пусть |—унитарный многочлен степени, п 
в кольце A[X]. Для любого многочлена gE AIX] существуют 
два многочлена и u v us A[X] такие, что degv<nu 


g=uf+v. (7) 


Кроме того, этими условиями многочлены и и и определяются 
однозначно. 

Действительно, существование и и 1 и единственность UV 
вытекают из предложения 4. С другой стороны, так как мно- 
гочлен f не является делителем 0, то и однозначно определяется 
равенством (7). 

Образование многочленов и и в, исходя из многочленов [U g, 
называется евклидовым делением многочлена g на f (по анало- 
гии с евклидовым делением целых чисел (см. Теор. множ.., 
гл. Ш и Алг., гл. I, 8 4, n°3). Многочлен и называется 
евклидовым частным от деления g на f, а многочлен и — остат- 
ком при евклидовом делении £ на ]. | 

СлЕДСТвИЕ. Дия того чтобы многочлен gE AIX] делился на 
унитарный многочлен FE A[X], необходимо и достаточно, чтобы 
остаток при евклидовом делении g на | был нулевым много- 
членом. | 
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Если А — поле, TO предложение 5 справедливо и для произволь- 
ного ненулевого многочлена f. Действительно, пусть Go — стар- 
ΠΗ коэффициент многочлена f; тогда идеалы (7) и (a; f) совпада- 
ют, причем qa,'f— унитарный многочлен. Следовательно, имеем 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть К— поле, и g—dea многочлена 
из кольца К [Х], причем f = 0. В этом случае существуют два 
многочлена и uv из K[X] такие, что degu<degf и имеет 
место соотношение (1). Кроме того, этими условиями мно- 
гочлены и и υ определяются единственным образом. 

Многочлены U и г называются также частным и остатком 
евклидового деления многочлена g на многочлен f. | 

СледствиЕ. Шусть Ар— кольцо целостности, K—ezo поле 
отношений, | и в—0ва многочлена из A[X] степеней пи т 
соответственно. Пусть и и v—0ea многочлена из K[X], удов- 
летворяющие равенству (7), причем degv<n. Положим 
u = Мах (т —п-- 1, 0). Пусть ao — старший коэффициент мно- 
гочлена ]; тогда многочлены atu и ар принадлежат кольцу 
A[X]. | 

Предложение очевидно для m<n—1, так как в этом случае 
u=0 и v=g. Для m>n доказательство проведем индукцией 
по m. Достаточно рассмотреть случай в=ВХ”. Пусть 


ch. β «γρ “4 
f= > αχ; имеем BAT = an IA где — многочлен | 


k=0 р 
τι 


в! = — = Ba, KR принадлежит кольцу ΑΧ], причем deg gi < 
k=1 | 

<m—1. Ilo индуктивному предположению, gG=ujf-Dvı, где 

ео и, < п, а многочлены Oo) "u, и 0, "vy принадлежат кольцу 

AIX]. Итак, имеем 


BX" а us BX") ас, 


откуда тотчас вытекает следствие (ср. упражнение 12). 
Предложение 7. Пусть К — произвольное поле. Каждый идеал 
кольца многочленов одной а К [X] над полем К является 
главным идеалом. 
Действительно, пусть 4 — некоторый идеал в кольце А [X]. Если 
4 =2 (0), то пусть ]-- ненулевой элемент из 4 наименьшей степени. 
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Пусть g — любой другой элемент из a. Можно написать: g — uf— v, 
где u и 2 — многочлены из К [X], причем v =0 или deg v < deg f 
(предложение 6). Так как v=g—uf, то оба. Итак, в случае 
2 -=0 мы получим deg v > deg f, что невозможно. Следовательно, 
2=0. Это доказывает, что 4 — (f). 

Пусть f u „— два ненулевых многочлена кольца К [X], при- 
чем (]) = (71). Тогда существуют два многочлена и и v такие, 
что | =и и fi=vf. Из этих соотношений получается равенство 
{= и], откуда следует, что uv =1. Таким образом (формула (5)), 
u M U являются константами. Для любого ненулевого идеала a 
в кольце K [X] многочлены f, такие, что «= ({), определяются 
C точностью до постоянного множителя. В частности, существует 
единственный унитарный многочлен fo такой, что à — (fo). 


Пусть f m #—два многочлена из К [Х]. Сумма (f)+(g) главных 
идеалов, порожденных f и 2, является главным идеалом (h) в силу 
предложения 7. Для того чтобы многочлен и делил и f, и g, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы имели место включения (uw) (7) 
и (и) D(g), то есть (и) > (f)-+(g)=(A). Это означает, что и делит À. 
В случае h - 0 многочлен À, определяемый с точностью до постоян- 
ного множителя, является общим делителем многочленов f HU g 
наибольшей степени. Мы назовем его также наибольшим общим дели- 
телем (сокращенно н. о. д.) многочленов f и в. Существуют два 
многочлена и и v из K[X] такие, что выполняется равенство 
h=uf--vg. Говорят, что многочлены Ги g взаимно просты, если 
(1) = (1); т. е. если единственными общими делителями многочле- 
нов f U g являются константы, или, иначе, если существуют два 
многочлена и и v из K(X), для которых uf—-vg—1. Пусть ри g— 
два произвольных многочлена из кольца K [a], й— их н. о. д. Если 
h == 0, то многочлены f/h и g/h взаимно просты. Обратно, это свой- 
ство характеризует н. 0. д. многочленов f и g среди общих делите- 
лей этих многочленов. Эти замечания показывают, в частности, что, 
если й— н. 0. д. многочленов f и g в кольце K[X], то h является 
также H. Ο. д. многочленов ри g в кольце K’[X], где К’— любое 
поле, содержащее К в качестве подполя. 

Пересечение (f){\(g) есть также главный идеал (г), гдегЕ К [Х]. 
Аналогичные рассуждения показывают, что любое общее кратное 
многочленов f и g является кратным многочлена г. Если г = 0, 
то г является общим кратным наименьшей степени среди ненулевых 
общих кратных многочленов } и g. Мы назовем его наименьшим 
общим кратным (или кратко — н. о. к.) многочленов f и g. 

Легко обобщить эти рассуждения на случай нескольких много- 
членов из кольца KIX] (см. гл. VI, $ 1, n° 8 и гл. УП, $ 1, n°2). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть К — поле. Назовем многочлен ] 
ненулевой степени из кольца К [X] неприводимым в KI[X] (или 
неприводимым над полем К), если он не делится ни на вакой 
многочлен SEK [X], у которого 0< deg g <deg f. 

Равносильное условие (формула (5)) состоит в TOM, что един- 
ственными делителями многочлена f в кольце K [X] являются 
константы и произведения } на константы. Так как соотноше- 
ние (])С (2) означает, что © делит f, мы видим, что неприво- 
димый многочлен можно определить как такой многочлен f, 
для которого идеал (f) максимален. 

Известно (гл. I, $ 8, теорема 2), что каждый идеал кольца 
К [X], отличный от (1), содержится в некотором максимальном 
идеале. Исходя из предложения 7, можно сформулировать то же 
самое следующим образом. 

ПрЕдложЕНИЕ 8. Каждый многочлен, отличный от константы, 
в кольце К [Х] делится на некоторый неприводимый многочлен. 

Доказательство этого предложения можно провести, впро- 
чем, и так: пусть f — произвольный ненулевой многочлен, отлич- 
ный от константы, пусть # — делитель f, отличный от константы, 
причем наименьшей возможной степени. Немедленно получается, 
что g— неприводимый многочлен. 

Следствие. Каждый многочлен | положительной степени из 
кольца К [Х] равен произведению неприводимых многочленов (не 
обязательно различных). 

Достаточно провести индукцию по степени многочлена 7. 
Утверждение следствия очевидно, если многочлен f неприводим. 
В противном случае существует неприводимый делитель g мно- 
гочлена f, у которого 0 «τ deg с < deg f. Имеем тогда f=gh, где 
0 < deg À < deg f. Поэтому многочлен À является произведением. 
неприводимых многочленов. То же самое имеет место для много- 
члена f (мы уточним этот результат в гл. VI, § 1, n°13 
и 8 ΓΗ, VA, 50-9 


Упражнения. 1) Пусть А—коммутативное кольцо с едини- 
цей, Е — некоторый А-модуль. Пусть S, (Е) (или, проще, δῃ) -- под- 


τι 
модуль п-й тензорной степени X) E, порожденный тензорами вида 


n 
z— 02, rye z пробегает 69) Е, a 0— симметрическую группу On (CM. 
гл. III, § 5). Назовем п-й симметрической степенью модуля Е 
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и обозначим символом VE фактормодуль (© E)/Sh(E). Для того 
чтобы полилинейное отображение модуля ΕἼ в А-модуль F было 
симметрическим, необходимо и достаточно, чтобы оно имело вид: 
(αι, ..., tn) > }(Ф (241 © ... © σῃ)), где ф— каноническое отображе- 


te τὶ 
ние модуля 60 Ε на \/ Е, f— некоторое линейное отображение модуля 


ην 
VEBEF. 
Пусть Е обладает базисом (e,),-7. Доказать, что различные эле- 


| n 
менты Pe, Ge, ©... Ge.) образуют базис модуля VE и что 


n 
линейное отображение модуля \/ Е в А-модуль А[Х her которое 
каждому элементу Ф (€,, Фе,, © ... We) ставит в соответствие 


одночлен Xi As ἜΝ Διο является изоморфизмом модуля \/Е на 
подмодуль Hy однородных многочленов степени п относительно X. 


Доказать, что в этом случае модуль VE также изоморфен 
модулю симметрических контравариантных тензоров порядка п на Е 
(установить взаимно однозначное соответствие между базисами этих 
двух модулей). 


m n 
2) Доказать, что отображение (2, 2’) —> 22’ модуля (QE) X (QE) 
m+n 
в модуль ® Е согласуется с соотношениями эквивалентности по 
т n 
модулю Sym, по модулю S'y и по модулю Spin в модулях QE, WE 


m-n 
и С) Е соответственно. Переходя к фактормодулям, мы получим 


билинейное PRON DAR BHP Но называется симметрическим про- 
m+n 

изведением модуля (VE) x (VY Е) в модуль \/ Е. Предположим, 

что Е обладает базисом (e,),-7 и отождествим в этом случае модули 


n m m+n 
VE, VE n V Е с подмодулями Hm, Hn, Hmin Кольца A[X lez 


_ (посредством изоморфизма, определенного в упражнении 1). Дока- 


зать, что симметрическое произведение отождествляется с произве- 


_ дением в кольце A[X ler: 


΄ : γι 
3) Пусть 5 — оператор симметрии > O в тензорной степени X) Е 
σεσ, 


(гл. ПТ, $5, n° 1; имеем, тем самым, S2— У 02). Для каждого 
GEO, 


тензора 2€QE элемент SZ симметричен и называется симметриза- 
цией тензора 2. Доказать, что если в модуле Е уравнение nlx—a 
для каждого a € E допускает решение, и притом единственное, то 
каждый симметрический тензор п-го порядка на Е является сим- 
метризацией некоторого тензора п-го порядка на E. Кроме того, 
взаимно однозначное представление, ассоциированное с линейным 


MHOTOUJIEHEI DE 


п 
отображением 2 —> Sz модуля СЕ в себя, является изоморфизмом. 


модуля VE Ha подмодуль симметрических тензоров. 

Дать пример модуля Е, у которого подмодуль симметрических 
тензоров и подмодуль симметризаций тензоров порядка п не сов- 
падают (см. гл. ПТ, ἃ 4, упражнение 5). 

4) Доказать, что если модуль Е есть прямая сумма двух πο]-- 


j un 
модулей E1 и Ёо, то симметрическая степень \/ Е изоморфна прямой 


сумме G n—-1 модулей (\/ Eı) SV Es), где 0O<p<n (методом. 
упражнения 7 гл. III, $ 5). Обобщить на случай, когда Е является. 
прямой суммой некоторого конечного числа подмодулей. 

5) Пусть и— линейное отображение модуля E в модуль F, 
и, —п-я тензорная степень отображения и. Имеет место включение: 
Un (Sn (Е)) с Sp (Е). Переходя к фактормодулям, получим из Un линей- 


n τι n 
ное отображение \Yu модуля \/ Е в \/ Е, называемое п-й симме- 
трической степенью отображения и. Доказать, что если Е u F— два» 


векторных пространства над полем К и если и— линейное отобра- 


n 
жение конечного ранга г, то \/и является линейным отображением: 


ранга ( в (используя упражнение 11, гл. III, 8 5). 


6) Пусть Е — алгебра над кольцом A, (ἴλ)λει,-- некоторая градуи-- 


ровка E по моноиду L. Пусть ф— некоторое представление моноида L. 
в моноид М. Для каждого u € М обозначим символом H „ (прямую): 


сумму модулей Hy, для которых p(À)—u. Доказать, ‘что подмодули- 
Н μ образуют некоторую градуировку алгебры Е по моноиду M. 

7) ПустьЕ, Р—две алгебры над кольцом A, (Н»)\т— некоторая 
градуировка алгебры E по моноиду L, (H „)—градуировка алгебры ῥ᾽ 
по моноиду М. Доказать, что подмодули Hy, &® A μ образуют градуи- 


ровку тензорного произведения Е 60Ρ по моноиду Lx M. 

8) Пусть Е— некоторая алгебра над кольцом A, (Нл) лег. гра- 
дуировка алгебры E по моноиду Г. Пусть а— левый идеал (соответ-- 
ственно правый двусторонний) алгебры E, порожденный семейством 
однородных элементов (U,). Пусть С»— однородная составляющая’ 
идеала à в Н). Доказать, что а является прямой суммой ΠΟΠΜΟΠΥ͂.. 
лей Ch. Когда а— двусторонний идеал, вывести отсюда, что кано- 
нические образы модулей Ηλ в факторалгебре Ё /а образуют градуи- 
ровку этой алгебры по L. | 

*9) а) Пусть М — моноид, наделенный отношением порядка 59. 
которое вполне упорядочивает М и для которого соотношения 2: «“ у, 
х’< у’ влекут хТх’< yTy’ (где Т — обозначает закон композиции. 
в М). Доказать, что если А кольцо целостности (с единицей), To 
алгебра моноида М относительно А является кольцом целостности. 
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°b) Обобщить евклидово деление многочленов одной переменной 
на случай алгебры группы М, где М является подгруппой адди- 
тивной группы À действительных чисел. 

10) Пусть А — кольцо целостности, fu g— два многочлена кольца 
А [Х ler такие, что fg— ненулевой однородный многочлен. Доказать, 


что f и #— однородные многочлены. В частности, доказать, что 
обратимые элементы кольца А [X ler являются обратимыми эле- 
ментами кольца A. 


*11) Пусть А— произвольное коммутативное кольцо с единицей, 
m 


Um > 0, X% — делитель нуля в кольце А[Х]. Доказать, что если 
k=0 
п 


v= № В» ХЁ— ненулевой элемент кольца А [X] степени k > 0, причем 
k=0 

uv—(, TO существует ненулевой многочлен ш степени n—1 такой, 

что uw—0 (свести задачу к случаю, когда Во #0; если agv—0 для 

O<k<m—t1i, TO доказать, что можно положить O—f$o; если же 


a,v=0 для O<Sk<p<m—1 иарь #0, то доказать, что арВо=0, 
n— 1 


и, следовательно, можно положить W = У арВь+иХ"). Вывести OTCIO- 


да, что в кольце А существует такой ненулевой элемент у, что уи=0. 

12) Пусть А— коммутативное кольцо с единицей, f — ненулевой 
многочлен из кольца A[X] степени п со старшим коэффициентом αρ. 
Пусть М — подмодуль в кольце А [Х] (рассматриваемом как А-модуль), 
образованный многочленами, у которых коэффициенты при члене 


степени т {т — произвольное натуральное число) делятся на αἴ, где 
и —= Мах (m—n-+1, 0). Доказать, что для любого многочлена g € М 
найдутся два многочлена и и v из А[Х] такие, что g=uf--v, при- 
чем либо v—0, либо deg v< п. 

13) Пусть А—коммутативное кольцо с единицей, в — такое поло- 
жительное целое число, что для всякого элемента G € А в кольце A 
разрешимо уравнение πξ--α. Пусть т — некоторое целое положитель- 
ное число и и— унитарный многочлен кольца А[Х] степени mn. 
Доказать, что в кольце A[X] существует унитарный многочлен υ 
степени m такой, что u—v” является либо нулевым многочленом, 
либо многочленом, степень которого < mn — т (положить в=ХТ- и). 


$ 2. Полиномиальные функции 


м. Полиномиальные операторы 


Пусть А— коммутативное кольцо с единицей, E— алгебра 
< единицей над кольцом A, не обязательно коммутативная. Для 
каждого многочлена f—d)+a,X+...+a,X" из кольца А [Х] 
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многочленов одной переменной над кольцом À и каждого эле- 
мента 2Ε 1 положим f(x) = вое dx +... + ax". 

Более общо. Пусть x = (x), er — некоторое семейство попарно 
перестановочных элементов алгебры Ё. Для каждого многочлена 


> O(n) I x из кольца A[X,],¢7 положим f (x) =f ((αι)) = 

L 

о (п) =, Будем говорить, что элемент f(x) получен 
L 


подстановкой для каждого vE I элемента x, вместо переменной 
X, в многочлен f. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Дия всякого семейства = (1). ст попарно 
перестановочных элементов алгебры Е отображение f—f(x) 
алгебры многочленов A]X,lıer в алгебру E является представ- 
лением. Образом алгебры AI[XilLer при этом представлении 
является (коммутативная) подалгебра алгебры E, порожденная 
множеством, состоящим из единичного элемента е и элементов 
x (LE Г). 

Пусть f u #— два элемента из А[Х,сг, @— элемент из А. 
Положим й! =] 8, h=af и Аз=]8. Надо доказать, что 


hy (=) =1(ж) - 8(х), “ε(α)-α[(α) и hs(x) =f (x) g(x). 


Первые два соотношения очевидны. В силу формулы дистрибу- 
тивности в алгебре Æ достаточно доказать третью формулу 
в случае, когда и ©— одночлены. В этом случае формула 
следует из определения произведения двух одночленов и пред- 
положения о попарной перестановочности элементов 2. Образ 
алгебры А [ХИ ег при представлении f — f(x) является подалгеб- 
рой алгебры EL, содержащей e u à. С другой стороны, любая 
подалгебра алгебры Ё, содержащая эти элементы, содержит 
также и все элементы вида f(x). Следовательно, множество эле- 
ментов вида f(&), когда f пробегает А [Х], ет, является, очевид- 
HO, подалгеброй алгебры EL, порожденной множеством, являю- 
щимся объединением [6] и множества М элементов X. 
Будем обозначать эту подалгебру символом À [x] или А [x], Е Г, 
или еще 4 [ΛΜ]. 
Если Г — конечное подмножество из N (наиболее часто встречаю- 
щийся случай) и (iz), <в<р Элементы из J, расположенные в строго. 
возрастающей последовательности, то чаще всего вместо f ((z,)) 
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и А [2], т пишут 
Kap χι»... Tin) и Als,» ἄχ,» ..., 2; ‚|. 


Из предложения 1 вытекает следующая 

ТЕОРЕМА 1. Пусть Е — алгебра с единицей е над À, и пусть 
% = (т), т некоторое множество попарно перестановочных эле- 
ментов из Е. Подалгебра А[ж| алгебры Е, порожденная эле- 
ментом e и 2%, изоморфна факторалгебре А [ХИ ет/а, где a — 
идеал алгебры AlX,ler, образованный многочленами f, для 
которых f(x) -Ξ 0. 

Идеал а назовем (для краткости) идеалом алгебраических 
соотношений с коэффициентами из кольца А между элементами 
х, (или алгебраических соотношений, которым удовлетворяет 
элемент т, когда множество (X,) состоит из единственного эле- 
мента 2). Он совпадает с модулем линейных соотношений 


с коэффициентами из кольца А между элементами |] z+ (где 
(ЕТ 


(πι) пробегает ΝΤ) (гл. II, $1, n° 8). Вообще говоря, этот 
идеал состоит не только из нуля. Следовательно, представление 
f— f(x) не является изоморфизмом алгебры А [Х/, г на алгебр 
А [x]. | 
° Например, в кольце ‘С [X] многочленов одной переменной над 
полем С комплексных чисел многочлен }=Х?2--1 отличен от нуля, 
no 4 (H=0., | г 
ПредложЕниЕв 2. Пусть A, А’—изоморфные коммутативные 
кольца, обладающие единицей, ф— изоморфизм кольца A на 
кольцо А’. Пусть Е (соответственно Е”) — алгебра с единицей е 
(соответственно e’) над кольцом А (соответственно A’), и пусть. 
a = (т), ег (соответственно X’ = (Xi), ст) — семейство попарно пере- 
становочных элементов алгебры E (соответственно Е”), a (соответ- 
ственно 4’)— идеал алгеб раических соотношений между т, (соответ- 
ственно αἱ). Для того чтобы существовал изоморфизм ψ алгебры 
A [x] на алгебру A’ [x] такой, что Y(x,)=x, для любого LET u (ae) = 
—=ф(а)е’ для всякого a из A, необходимо и достаточно, чтобы 


выполнялось соотношение ф(4)=а4’, где ф означает изоморфизм 
алгебры A[XilLer на А’[Х/, ег, который продолжает ф и остав- 
ляет инвариантными X, ($ 1, предложение 1). Изоморфизм 1, 
удовлетворяющий предыдущим условиям, при этом единственный. 
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Действительно, если существует такой изоморфизм VŸ, то для 
каждого многочлена f€ a, имеем f(X)—0, откуда, положив f= 
— p(f), получим f(x’)—0, то есть fEa’. Следовательно, должно 


выполняться включение ф(4) Са’. Применяя те же рассуждения 
— 1 


к изоморфизму, обратному к Ψ, получим включение (a )C a, 


откуда ф(а)=а’. Обратно, если это условие выполнено, то суще- 
ствует изоморфизм кольца A[X,],¢7/a на кольцо А’ [Хер @,, 
который смежному классу по идеалу 4, порожденному элементом 
и кольца AlX,lıcr, ставит в соответствие смежный класс по 


идеалу 4’, порожденный элементом ф (и). В частности, классу 
(по идеалу a), порожденному элементом ΘΕΑ, соответствует 
класс (по идеалу a’), порожденный элементом φ(α), а классу 
(по идеалу 4), порожденному элементом X,, соответствует класс 
{πο идеалу 4’), порожденный элементом X,. Существование изо- 
морфизма VŸ вытекает из теоремы 1. Его единственность следует 
немедленно из вида элементов в A’ [x]. 


Замечания. 1) Известно, что любое кольцо E можно рас- 
сматривать как алгебру над кольцом Z целых рациональных чисел 
{с законом композиции (п, x) > пх; см. гл. II, § 7, n° 1). 

Теорема 1 описывает, следовательно, структуру подколец коль- — 
ца Е (без операторов, или, что то же самое, рассматриваемых как 
алгебра над 7), порожденных единичным элементом в Ё и каким- 
нибудь семейством попарно перестановочных элементов кольца L. 

2) Отметим, что для применения теоремы 1 не обязательно, 
чтобы отображение à — Ge кольца А в алгебру E было изоморфизмом. 
Например, пусть Е— алгебра над Z; может оказаться, что пх=0 
для всех ΣΕ и некоторого ненулевого целого числа п (в случае, 
если характеристика алгебры Е отлична от нуля и делит п). 

3) Отображение (f, x) > f(x) из А[Х| ХЕ в Е является внешним 
законом композиции на алгебре Е с кольцом A[X] в качестве кольца 
операторов. Предложение 1 доказывает, что этот закон дистрибути- 
вен, с одной стороны, по отношению к двум аддитивным законам 
на A[X] и Е u, с другой стороны, по отношению к двум мульти- 
пликативным законам на этих же кольцах (см. гл. Ι, $5, n° 1). 
Многочлен Х является нейтральным оператором при этом внешнем 
законе. Наконец, если ограничиться множеством операторов из под- 
‘кольца А кольца A[X], мы опять получим внешний закон компози- 
‘ции в алгебре Е. | 

4) Если в алгебре Е отсутствует единичный элемент, TO можно 
определить f(x) для любого семейства %— (1,), с jy Попарно переста- 
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новочных элементов из Е и любого многочлена f € A [ХИ ЕТ без сво- 
бодного члена. Пусть В — подалгебра алгебры А [Х\], er» образованная 


такими многочленами; тогда отображение f>f(X) алгебры В 
в алгебру Е является представлением и образ алгебры В при этом 
представлении является подалгеброй в алгебре Е, порожденной 


множеством элементов т - 


Подстановка многочленов в многочлен, 


Если алгебра Е коммутативна, то можно, очевидно, под- 
ставлять в многочлен fEATX ker вместо всякого X, произволь- 
ный элемент x, из Ё. Рассмотрим, в частности, случай, когда E 
является алгеброй многочленов Α|Υλ]λει.. Для любого семейства 
(1er многочленов этой алгебры можно тогда определить MHO- 
rouen A=f((g,)) (принадлежащий к Α[|Υλ]λει), полученный 
подстановкой σι вместо Х,. Пусть Ё— алгебра с единичным элс- 
ментом над А, у= (у). ст семейство попарно перестановочных 
элементов из ГР. Легко видеть, что имеет место тождество À (y) = 
=f((g.(y))) в случае, когда }|—одночлен (предложение 1). 

Более частный случай: можно взять в качестве EL ту же 
алгебру A[X,],cr. Это позволяет, в частности, пользоваться 
записью f—f((X,)) (или f=f(X1, Х.,..., Xn) для многочле- 
нов от п переменных), подставляя X, вместо самих себя для 
всех L. 

ПрЕдложЕНИЕ 3. Для всякого многочлена f€ А [ХИ ги любого 
семейства (а,), ст элементов кольца А свободный член многочле- 
на h=f((Xı-+a,)) равен, | (а). 

Действительно, подставив О вместо каждого из X, в много- 
члене À, в силу предыдущих замечаний мы получим требуемое 
утверждение. 

Следствие. Каждый многочлен fE AIX, Y], для которого 
f(X, Х) =0, делится на Х- У. 

Действительно, в многочлене от Z вида g(X, Z)—f(X, X+Z) 
с коэффициентами в кольце À [X] свободный член равен f(X, Х) = 
—=0. Поэтому существует многочлен /ι(Χ, 2) ЕА[Х, Ζ] такой, 

что g(X, 7) = 74 (Х, 2), откуда, подставляя Y—X вместо Ζ, 
получим f(X, У) =(У—Х) 1 (Х, Y —X). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Диля всякого многочлена fEA[X er его 

однородная часть fp степени k равна коэффициенту при члене 
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Z" в многочлене f((X,Z)) (рассматриваемом как многочлен от Z 
с коэффициентами в кольце A[Xiler). 


Достаточно доказать это для одночлена. В этом случае пред- 
ложение следует немедленно. 
Следствие. Для того чтобы некоторый многочлен FEA [Χι]ιε; 


был однородным многочленом степени k, необходимо и доста- 
точно, чтобы имело место равенство 


1((Х,2)) = f (Xi) 2". (1) 


3. Полиномиальные функции на алгебре 


Пусть А — коммутативное кольцо с единицей, Ё — алгебра 
над А с единичным элементом е (не предполагаем, что представ- 
ление a—ae из ABE является изоморфизмом). Для каждого 
многочлена Е А[Х] и для любого элемента ХЕЁ определено 
выражение f(x). Отображение x— f(x) является отображением 
из Ё в E. Мы назовем его полиномиальной функцией, ассоции- 
рованной с многочленом f. mien 

Предположим теперь, что алгебра E, кроме того, коммута- 
тивна. Пусть /— произвольное множество индексов, f — некото- 
рый многочлен из алгебры A[X,lL ет; значение f(x) определено 
тогда для каждого семейства 4: = (57,), er элементов из Ё, име- 
ющего J в качестве множества индексов. Отображение х — f (x) 
является, следовательно, отображением из EI в Ё, которое мы 
также называем полиномиальной функцией, ассоциированной 
с многочленом f. Полиномиальная функция, определенная на El, 


2 | 
является, следовательно, отображением вида (αι) > D an, |] ατι» 
где (πι) пробегает ΝΠ, a αρ) равны нулю всюду, за исключе- 


I 
нием конечного числа элементов из N‘ ). 


Например, любая линейная форма на А-модуле A” (ra. Il, $4, 
1) записывается в виде (Χι,..., Xp) > KıXı + GoXo +... + QnXn, 
где а; принадлежат кольцу А. Она является, следовательно, поли- 
номиальной функцией, ассоциированной с однородным многочленом. 
первой степени o,X,+ ...+a,Xy, (откуда название «линейная форма», 
которое для краткости применяется к однородным одночленам пер- 
вой степени; см. $ 1, n° 3). 

Таким же образом, если каждой «двойной последовательности» 
(x;j) (1<1<п; 1<] < п) элементов произвольного коммутативного 


O 


n 
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кольца E (без операторов) поставить в соответствие определитель 
det (217) квадратной матрицы (5;;), то мы определим полиномиаль- 


ную функцию, ассоциированную с многочленом > EX} o (1) x 
o€ 6, 


хх. в (2) Xp, (ny то есть © многочленом det (Х;;) в кольце 
2[Х41, ..., Xnn] многочленов над кольцом Z относительно п? пере- 
менных X;j. | 


Для любого многочлена f из алгебры A[X,l er обозначим 
символом 1 полиномиальную функцию æ—>f(x), которая ему 
соответствует (отображение из Е в Е). По предложению 1 ото- 
бражение Fast является представлением алгебры A[Xiher 
в алгебру отображений из Ε΄ в Е. Мы вскоре увидим в n°4u5, 
что это представление не всегда является изоморфизмом (иначе 
говоря, одна и та же полиномиальная функция может быть ассо- 
циирована с несколькими различными многочленами, то есть 
может существовать такой ненулевой многочлен f, что f(x) =0 


I } 
для каждого CE ΕΠ). Попутно мы получим достаточные условия 
для Toro, чтобы отображение f—>f являлось изоморфизмом. 


Даже когда представление fF не является изоморфизмом, 
отображение © —> f (a) часто обозначают символом f, допуская воль- 
ность речи. Никакой путаницы не произойдет в том случае, если 
при введении элемента } уточнять, идет ли речь о многочлене } или 
ο полиномиальной функции ]. 


4. Корни многочлена от одной переменной 


Пусть даны многочлен {Е А [Х], er и коммутативная алгебра Е 
(с единицей) над A. Говорят, что элемент х = (24) множества Е" 


является нулем многочлена f в E', если f(x)=0. Если [---Μπο- 
гочлен относительно одной переменной X, то нуль 2 многочлена f 
в Ё называют также корнем многочлена f в FL. 

Мы сначала рассмотрим корни многочлена {Е Α|Χ], которые 
принадлежат кольцу А (рассматриваемому как алгебра над самим 
собой). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Для того чтобы элемент a€ A был корнем 
многочлена FE A[X], необходимо и достаточно, чтобы Х—а был 
делителем многочлена f в кольце А [Х]. 
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Действительно, свободный член многочлена f(a—+Ÿ) равен 
f(a) (предложение 3). Для справедливости равенства }(4)=0 
необходимо и достаточно, очевидно, чтобы многочлен }(а- У) 
делился на У. Отсюда следует предложение, так как достаточно 
подставить X — а вместо У. 

Если элемент «Е A является корнем ненулевого многочлена 
fE AIX], то f может делиться на степень (X —0)" многочлена 
(Х— а) с показателем степени h>1. Так как (Х—а)—уни- 
тарный многочлен, то он не является делителем нуля в кольце 
A[X]. Поэтому соотношение f =(X — а)" & однозначно определяет 
многочлен g и degf=h+degg. Тем самым можно’ ввести сле- 
дующее определение: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Назовем порядком кратности корня GE À 
ненулевого многочлена fE A[X] наибольшее из чисел h таких, 
что (X—a)" делит |. Корень, порядок кратности которого 
равен k, называется кратным корнем порядка k. 


Кратный корень порядка 1 называется простым корнем. Кратный 
корень порядка 2 (соответственно 3, 4,...) называется двойным 
(соответственно тройным, четырехкратным,...). 


Для того чтобы элемент a@€ A являлся корнем порядка k 
многочлена f, необходимо и достаточно, чтобы имело место равен- 
ство f=(X—a)"g, где g не делится на X—a. Действительно, 
это условие, очевидно, необходимо. Оно и достаточно, так как, 
если бы элемент а был корнем порядка h>>k, то многочлен g 
делился бы на (Х— а)" *, ибо многочлен (X—a)* не является 
делителем нуля в кольце А[Х]. По предложению 5, это условие 
равносильно неравенству g(a)~0. Так как deg f= AE г. 
имеет место соотношение А < deg f. 


Замечания. 1) Для всякого ненулевого многочлена f € A[X 
распространим определение 1 на все элементы а € A, условясь счи- 
тать нулем порядок кратности элемента 4 относительно многочлена }, 

‚если а не является корнем этого многочлена. 

2) Утверждение, что порядок кратности элемента @E€ A OTHO- 
сительно ненулевого многочлена f не меньше À, означает, что много- 
член (X—a)} делит f. Для нулевого многочлена 0О-порядок крат- 
ности какого бы то ни было элемента кольца A не определен. Ho, 
допуская вольность речи, условимся говорить, сверх того, что поря- 
док кратности элемента GE A относительно произвольного MHOTO- 
члена / не меньше À в том случае, когда многочлен (X —a)" делит f. 


3..H. Бурбаки 
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ὁ) Пусть В — некоторое подкольцо кольца A, |— многочлен 
кольца В [Хх] СА[Х|, а— элемент из В, который является кор- 
нем многочлена f. Тогда порядок кратности элемента A OTHO- 
сительно многочлена f не зависит от того, рассматривать MHOTO- 
член f как элемент кольца В [Х] или как элемент кольца А [Х]. 
Действительно, соотношения (Х— а)" (Х) = (Х — а)" в, (X), где 
gEAIX], σιΕΡΙΧ] и #(а) =2 0, в, (а) == 0, возможны лишь в слу- 
чае h=k, так как многочлен X — а не является делителем нуля 
в кольце А[Х]. 

Предложение 6. Пусть f и е— два ненулевых многочлена 
из кольца A[X], а— произвольный элемент кольца À, ри q— 
порядки кратности а относительно | u в соответственно. 

1” Порядок кратности а относительно многочлена f+g 
не меньше Min (р, η). Если р = q, то он равен Ма (р, η). 

2° Порядок кратности a относительно многочлена fg не меньше 
p-+ 9. Если А — кольцо целостности, то этот порядок равен p + qe 

Действительно, имеем /(Х)=(Х— а)? f,(X), g(X)=(X—a)! g, (X) 
с fi(a) == 0 и в, (а) 0. Пусть, скажем; p<g. Тогда f(X)+ 
-β(ἆ)--(Χ--α)’ (р (Х)-- (X—a)*? gi (X)), и если р<4, то а 
не является корнем многочлена |} (Х)-(Х— a)? в, (Х), что 
доказывает первую часть предложения. Вторая вытекает таким же 
образом из формулы F(X)g(X)= (X --α)” р (Х) в, (X) и из того, 
что 71 (%) 2, (a) == 0, если А— кольцо целостности. 

ПрЕдложеЕНИЕ 7. Пусть А — кольцо целостности (с единицей), 
T— ненулевой многочлен из A[X]. Пусть a; (1<i<p)—p pas- 
личных корней многочлена | в А, порядки кратностей которых 
суть Е; (1<1<р). В этом случае многочлен f делится на 


(Хоа Оси. Аа» 


Будем вести индукцию по р. В силу определения 1 предло- 
жение очевидно для случая, когда p=41. Пусть имеет место 
соотношение 


1(Х) = (Хы (Х az)... (X—ayy)'P-1g(X), = (2) 


где g€A[X]. Элемент a, является корнем порядка k, много- 
p—1 

члена f и не является корнем многочлена || (X — 0,)"i (таккак, 
i=1 


по предположению, 9; —0Q) Æ 0 для 1 < <р—1Ти А есть кольцо 


< 
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целостности). Из предложения 6 вытекает, что а, является кор-. 
нем порядка k) многочлена δ. Следовательно, многочлен g 


k 
делится Ha (Χ--αρ) P. Отсюда следует предложение. 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Ар— кольцо целостности (с единицей), 
f— многочлен из AIX] степени <h. Если f #0, то сумма 
порядков кратностей всех корней многочлена f в А не превос- 


ходит п. В частности, если полиномиальная функция f, опре- 
деленная в À, аннулируется n--1 различными значениями nepe- 
менной, то |=0. 

Это непосредственное следствие предложения 7. 

Следствие. Лусть A— кольцо целостности, f и g— два мно- 
гочлена из A[X], степень которых <n. Если значения полино- 


миальниых функций ри g, определенных на A, совпадают при n +1 
различных значениях переменной, то |--β. 
Достаточно применить теорему 2 к многочлену f—g. 


Замечания. 1) Теорема 2 неверна в случае, когда кольцо А 
обладает делителями нуля. Например, в кольце Z/ (16) многочлен ΧΑ 
имеет четыре различных корня, а именно смежные классы (по моду- 
лю 16), порожденные элементами 0, 4, 8, 12. 

2) Пусть А— поле с бесконечным числом элементов, E— алгебра 
над À с единицей, которую можно отождествить C единичным эле- 
ментом поля 4 (так что поле А отождествляется с подполем центра 
алгебры Е). В этом случае ненулевой многочлен из A[X] может 
иметь только конечное число корней в А (по теореме 1). Но он может 
иметь бесконечное число ux в алгебре Е. Например, если a и Б— два 
элемента алгебры E, линейно независимые относительно A и такие, 
что a2=ab=ba=b2=0, то все элементы вида a--Ab, где À пробе- 
гает A, являются нулями в E многочлена Х? (упражнение 7 
и гл. VIII, $ 11, упражнение 7). 


Приложение. Интерполяционная формула Лагранжа. Пусть 
К -— некоторое поле, Ω; (1 ee n)—n различных элементов из поля К, 
В; (1<i<n)—n каких-либо (различных или нет) элементов 
поля К. Зададимся целью определить многочлены f € К [Х] такие, 
что }(а;) =В; для 1<i<n. Речь идет о системе линейных ска- 
лярных уравнений в векторном пространстве К [X] (гл. Ц, $4, π77). 

Соответствующая линейная однородная система (В; =0 для 
1<1<п) имеет в качестве решения, в силу предложения 7, 
многочлен 


f(X)= (Х— a) (A— ay)... (Х— On) 8 (Х), 
Е 3% 
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где г — произвольный многочлен из К [Х]. Нам достаточно, сле- 
довательно, иметь одно решение системы, чтобы получить все 
решения (гл. II, $ 4, предложение 11). Предположим сначала, 
что В, =1 и В; =0 для # +k. Любой искомый многочлен делится 
тогда, согласно предложению 7, на произведение (X—a,)... 
...(Х— 0x1) (X— Onis)... (X — a). Докажем, что можно найти 
такой скаляр ЛЕК, что многочлен μμ(Χ)--:λ(Χ--αι)... 
...(Х— 1) (X — ав. )...(Х- а) является решением нашей 
задачи. Действительно, условие и, (а) =1 дает 


Л (a, — 91)... (ак — Qn-1) (Ar — ал). . (Un —Qn) = 1, 


откуда можно определить A потому, что разность @— 4, 
по предположению, отлична от нуля для #-2 А. Определив таким 
образом многочлены и» для 1<k<n, вернемся к общему слу- 


чаю, где В; произвольные. Непосредственно видно, что много- 
n 


член f= >) Вил отвечает нашей задаче, причем либо f—0, либо 
i=1 


степень f не превосходит п—1. Очевидно, что это единственное 
решение, обладающее этим свойством (следствие теоремы 2). 
Найденное выражение 


er р _(Х—а1)...(Х— 1) (X —941)...(Х — an) 
MI δὶ Bi Gap rar =) 


называется интерполяционной формулой Лагранэка. 


5. Полиномиальные PYHKUUU на кольце целостности 
с бесконечным числом элементов 


ПредложЕениЕ 8. Пусть А — кольцо целостности (с единицей) 
с бесконечным множеством элементов. Пусть Н; (1<i<n)— 
п бесконечных частей кольца А. Для любого ненулевого многочлена 


ТЕ А[Хь, Xo, ..., An] существует бесконечно много элементов 
Х = (21, %, ..., Ln) множества || H;, для которых НХ) #0. 
ЖЕ 

Ввиду теоремы 2 предложение справедливо при п=1. Будем 


вести доказательство индукцией по п. Многочлен f можно рас- 
сматривать как многочлен относительно X, с коэффициентами 


5 ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ ФУНКЦИИ 37 


в кольце Α[Χι, Xo, ..., Xn]. Пусть f= У io Gk Так как f <0, 
k=0 


TO по крайней мере один из коэффициентов ©; Е A[X4, ..., Xn-1l 
отличен от нуля. В силу предположения индукции существует 
n—1 
система (X, Lo, ..., En JE [I H;, для которой 5; (11,..., &n-ı) Æ 0. 
1—= 
\ k 
Из этого следует, что многочлен h(X,)= > Я, u, En) Ar 
k=0 | 


кольца A[X,] отличен от нуля. Ilo теореме 2 существует бес- 
конечно много элементов 2ῃ6 MH, таких, что й(1„) = 0. Так как 
h(tn)=f (%1,..., 21-1, Ln), ТО предложение доказано. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть А— кольцо целостности с бесконеч- 
ным множеством элементов; тогда отображение Ss алгебры 


многочленов А [Х], г 8 алгебру отображений из AT в А является 
изоморфизмом. | | | 
_ Действительно, пусть [-- ненулевой многочлен из AlX,ler- 
Существует конечная часть J множества J такая, что { принад- 
лежит кольцу A[X,lıes. По предложению 8 существует такой 


элемент и= (У,). Ел множества An что для любого элемента 


“ 
% = (х,), ст из A’, проекция которого Ha A’ есть y, имеет место 
неравенство f(x) 0. Отсюда следует предложение. 


Другими словами, если для любого элемента x—(x,) € Αἱ имеет 


Mn ae. (Г). 

место тождество. 2) я) x, —0, то Un) --0 для каждого (πηι) EN 

(ni) L 
Когда А— кольцо целостности с бесконечным множеством 
элементов (случай, наиболее часто встречающийся в приложениях), 


изоморфизм f—>f позволяет отождествить кольцо A[Xi er 
‚с кольцом соответствующих полиномиальных функций. 


Допуская обычную вольность речи, которая заключается в сме- 
шении функции и ее значения на общем элементе области опреде- 
ления (Теор. $ 2, п° 2), мы будем говорить в таких случаях о «мно- 
гочлене f(x)» или о «многочлене Aj-+ayx+...+a,2"». Пока и по- 
скольку сформулированные ранее условия выполнены, этот язык не 
представляет никаких неудобств. 


Замечания. 1) Пусть Е— такая коммутативная алгебра 
с единицей над À, что А можно отождествить с подалгеброй Ae 


98 МНОГОЧЛЕНЫ И РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ гл. IV, $ 2 


алгебры Е. Если А — бесконечное кольцо целостности, то отобра- 


жение f—>f из A[X,lıer в алгебру отображений множества Ε΄ 
в E по-прежнему является изоморфизмом, так как для любого 
ненулевого многочлена FE А |Χι]ιε1 существует элемент ж € AIC ET 


для которого ](ж)=-0. Когда речь идет о многочленах от одной 
переменной, можно не предполагать коммутативности алгебры E 
(см. упражнение 13). 


2) В формулировке предложения 8 на кольцо А были наложены 
два условия: 


1° целостность, 2° бесконечность. Результат перестает быть вер- 
ным, если предположить, что А удовлетворяет лишь одному из этих 
условий (упражнения 8 и 9). Однако эти два условия не являются 


необходимыми для того, чтобы отображение р из AlX,leı 

в алгебру отображений множества АГ в А. было изоморфизмом 
(упражнение 6). 

ТЕОРЕМА 3 (принцип продолжения алгебраических тождеств). 

Пусть А-— бесконечное кольцо целостности с единицей, (gi) 

(1<i< т) — конечная последовательность ненулевых многочлено в 


из ΑἰΧι, Χ»,..., Xn]. Пусть |{— такой многочлен из A|X,, 
Х., ..., Xnl, что (tr, Lo, ..., Tn)— O0 для любого элемента 
(x;)E A", для которого в; (Zi, sa) On pe er I<i<m 
тогда f = 0. 

Действительно, если f>£0, то многочлен he 19182... En ОТЛИ- 
чен от нуля ($1, теорема 1), следовательно (предложение 8), 
существует элемент (x;) Е A", для которого h(x, Lo, ..., ἄπ) OY, 


что противоречит предположению. 

Cxonua. Теорема 3 дает очень удобное средство для доказа- 
тельства того, что некоторый многочлен f относительно п пере- 
менных над кольцом целостности А (с единицей) равен нулю. 
Достаточно ‘рассмотреть бесконечное кольцо целостности Ё, содер- 
жащее подкольцо, изоморфное кольцу А и имеющее тот же 
самый единичный элемент, что и Æ. Если мы докажем, что 
f(x, Lo, ..., An) — 0 для всех элементов (x;) ЕЕ" (или только для 
тех элементов из LE", которые He аннулируют некоторое конеч- 
ное число фиксированных ненулевых полиномиальных функций), 
то отсюда будет следовать, что f=0. Если кольцо А само 
бесконечно, то можно взять в качестве Ё№ само кольцо А или 
поле частных кольца А. В противном случае можно, например, 
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взять в качестве № кольцо A[X] многочленов от одной пере- 
менной над А (или его поле частных). 

Доказав соотношение }=0, очевидно, из него можно вывести 
равенства f(Yı, Yo, ..., Un) =O для любого элемента (у) ЕЁ", 
где Ё— произвольная коммутативная алгебра над А (с едини- 
цей с). Алгебра F может иметь, в частности, лишь конечное 
число элементов или иметь делители 0. При этом отображение 
а—>ае из А в F может не быть взаимно однозначным. 

Другими словами, доказательство тождеств ] (11, Lo, . . ., Ln) =O, 
когда x; пробегают бесконечное кольцо целостности, содержа- 
wee А, и с той же самой единицей, что у А (возможно, с огра- 
ничением типа 2; (71, ..., En) 5-0 для 1<ism, где р; — некото- 
рые ненулевые многочлены), влечет те же тождества, когда т; 
пробегают произвольную коммутативную алгебру (с единицей) 
над А. 


В частности, если многочлен } относительно п переменных 
с целыми рациональными коэффициентами таков, что }(51, Lo,... 
..., Tn)—=0, когда x; пробегают поле рационаленых чисел О (возмож- 
но, с ограничением типа g; (X, Lo, ..., 2ῃ) # 0, где ©; —ненулевые 
многочлены с целыми коэффициентами), то имеет место то же самое 
тождество, когда X; пробегают какое бы то ни было коммутативное 
кольцо с единицей (даже когда это кольцо имеет характеристику 
> 0), так как принцип продолжения алгебраических тождеств пока- 
зывает, что f—0 в кольце Ζ[Χι, Xo, ..., An]. 

Упражнения. *1) а) В алгебре A[X] многочленов от одной 
переменной над кольцом А отображение (и, νυ) —>и(5) является 
внутренним законом композиции. Доказать, что этот закон ассо- 
циативен и дистрибутивен слева относительно сложения и умноже- 
ния в алгебре А[Х]. 

6) Доказать, что если А—кольцо целостности, то из соотноше 
ния и (5) =0 следует, что либо и=0, либо v является константой. 
Кроме того, если и-Е0 и degv>0, то степень многочлена и (5) 
равна произведению степеней многочленов и и 5. 

в) Будем предполагать в дальнейшем, что A поле. Пусть u 
и г— многочлены из кольца A[X], степень которых >0, }—много- 
член степени ›>0. Доказать, что если 4 и г-— соответственно част- 
ное и остаток при евклидовом делении многочлена и на и, TO g(f) 
и r(f) являются частным и остатком при евклидовом делении MHO- 


гочлена и (f) Ha v (f). 
τ) Для любого многочлена f из кольца A[X] обозначим симво- 


лом J(f) множество многочленов вида и (7), где и пробегает A[X]. 
Это —подкольцо кольца A[X]. Для того чтобы кольца /(f) и I (g) 
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совпадали, необходимо и достаточно, чтобы имело место тождество 
вида g—Àf+u, где À - 0 и и— элементы кольца А. 

д) Пусть f и g—nBa многочлена положительной степени 
в кольце A[X]. Доказать, ‘что пересечение /(f)[\/ (2) либо совпа- 
дает с A, либо имеет вид J (#), где h— некоторый многочлен поло- 
жительной степени (исключая первую возможность, рассмотреть 
в кольце /(f)[)/(g) многочлен À наименьшей положительной сте- 


пени; заметить затем, что любой многочлен UE A[X] однозначно 


записывается в виде > v„hR, где v,—0 или 4ес о» < 4ес й, и что 
В 
если uE/(f), To vy также принадлежат J (f); использовать в)). 

*2) Пусть К — поле, К[]Х]— кольцо многочленов над К от одной 
переменной. Доказать, что любой автоморфизм $ кольца (без опера- 
торов) K[X] оставляет инвариантным поле К (см. $ 1, упражне- 
ние 10) и индуцирует на К некоторый автоморфизм O, этого поля. 
Кроме того, доказать, что $5 (Х) =АХ-и, где À Е 0 и ци — элементы 
поля К (использовать упражнение 16)). Обратно, доказать, что зада- 
ние произвольного автоморфизма с поля К и двух элементов À πμ 
из поля К (Л 0) однозначно определяет автоморфизм 5 кольца 
К [Х], для которого 09, =0 и $ (Х) =АХ- и. Пусть С —группа всех 
автоморфизмов кольца К[Х] без операторов, Н — подгруппа груп- 
пы G, состоящая из автоморфизмов структуры алгебры K[X] над 
полем А; доказать, что подгруппа H отлична от С и группа Ο/Η 
изоморфна группе автоморфизмов поля К. Группа Н изоморфна 
группе, определенной Ha множестве X* X K законом композиции 


(A, μ) (№, и’) = (А, Мы’). 


3) Пусть Ар—кольцо целостности, }—многочлен из кольца 
A[X4, Xo, ..., Xn] степени < А; относительно X, (для 1<1< п). 
Для любого значения индекса #(1<1< п) пусть Н; —множество из 
К; +1 элементов кольца А. Доказать, что если ᾽(αι, х2,..., 2ῃ)--0 


т 
при всех (х;) € Η Hs, 20: fF=%. 
i=1 


4) Пусть А—кольцо целостности с бесконечным числом элемен- 
тов, Ф— множество ненулевых многочленов из кольца А [Χι|, Хо,... 
.... Хп|. Доказать, что если мощность множества D строго меньше 
мощности кольца A, то существует часть Н в A”, равномощная 
GA и такая, что для любых Χ--(α) ΕΗ u f€@ имеет место Hepa- 
венство }(Х) -5Ε 0. 

5) Пусть А —бесконечное кольцо целостности, В — бесконечная 
часть кольца A. Доказать, что если многочлен f € A[X] имеет поло- 
жительную степень, то образ В относительно полиномиального 
отображения x —> f(x) имеет одинаковую мощность с В. , 

6) Пусть А—коммутативное кольцо с единицей, у которого 
существует бесконечная подгруппа С аддитивной группы A, все 
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элементы которой не являются делителями нуля в А. Доказать, что 


отображение => из A[X,,...,Xp] в алгебру отображений мно- 
жества AP в А является изоморфизмом. (Заметить, что многочлен 
степени п относительно одной переменной не может иметь более 
чем п различных корней, принадлежащих G.) Так обстоит дело, 
в частности, когда в кольце À существует элемент 20, не являющийся 
делителем нуля, порядок которого в аддитивной группе А бесконечен. 

7) Пусть К — бесконечное поле, характеристика которого отлична 
от двух. Пусть О —алгебра кватернионов над К, соответствующая 
‚паре (—1, —1) (ra. II, § 7, n° 8). Доказать, что многочлен X2+1 
имеет бесконечно много. нулей ΒΟ. 

*8) Пусть К — конечное поле из 4 элементов. 

а) Пусть а— идеал в кольце Κ[Χι, Xo, ..., Х,|, порожденный п 
многочленами X1—X; (1<i<n). Доказать, что если f Са, то имеет 


место равенство f (T4, To, ..., хп)=0 для всех (x;) ЕК" (заметить, 
что мультипликативная группа К* имеет порядок 4—1). 
6) Пусть /— произвольный многочлен из кольца Κ[Χι, Χο, . 


..., Xn]. Доказать, что существует единственный многочлен f, либо. 
равный нулю, либо такой, что deg;f<q—1 для всех 1<i<n, 


причем f = } (mod a). Имеет место неравенство deg f < deg }. Пусть 
}— многочлен, для которого }(%1, 12, ..., Zp) —=0 при всех (x;) Е К”; 
тогда f принадлежит идеалу а, который является, таким образом 
прообразом нуля при представлении pay (использовать упражне- 
ние 3). 

в) Пусть fy, fo, ..., т-—ненулевые многочлены из кольца 
K[X4, Х.,..., Xn], причем f; (0, 0,...,0)=0 (1<i<m) и сумма 
полных степеней многочленов f; строго меньше п. Доказать, что 
существует такой элемент (αι, To, ..., Tn) EK", отличный от (0 
Ον ματα 


Ti (24, 20, ...,-ῃ)Ξ-0 для 1<i<m. 


mn 


(Заметить, что если бы это было не так, TO многочлен μ (1— 27 1) 
i=1 


BE бы в одном смежном классе по модулю а с многочленом 


I (i= XXE: 1). Использовать 6).) 
359 

9) Пусть К — конечное поле, имеющее 4 элементов, А —кольцо 
КТ, являющееся произведением J экземпляров поля К, где IT — беско- 
нечное множество. Привести пример ненулевого многочлена } из 

А[Х] такого, что }(5)=0 для любого x € A. 

10) Обобщить упражнения 10—14 гл. ПТ, $ 8 на случай, когда 
квадратные матрицы, рассматриваемые в этих упражнениях, не 
имеют обратных. 
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11) В кольце многочленов от 8 переменных X;, У; (1<i<4) 
над кольцом Z целых рациональных чисел. Установить соотношение 


(Ха-- Ха + ХЗ- Ха) (УЕ УЗ -НУЗУ = | 
= (ХУ! — Х2У5— ХзУ3— ХУ + (У ХУ, ХУ, — УЗ 
+ (XıY3+X3Yı+ X,Y2a— XoVu)?+ (У, МУ. ХУ: — ХУ)? 


(использовать тот факт, что в алгебре кватернионов над полем О 
рациональных чисел, соответствующей паре (—1, —1) (гл. Il, $ 7, 
n° 8), норма произведения равна произведению норм сомножителей). 

12) Доказать, что в кольце многочленов от 6 переменных Х;, 
У; (1 <1< 3) над Ζ не существуют соотношения вида (X?-++- X3-+- ХЗ) x 
xX (Yi-+Y3+Y3)=u2-+ v2-+-w?, где и, и, ш—три многочлена OTHO- 
сительно Х; и У; с целыми коэффициентами. (Заметить, что число 
15=3.5 нельзя представить в виде m2-+-n2-+ p2, где т, п, р целые.) 

13) Пусть Е—кольцо целостности с бесконечным числом эле- 
ментов, с единицей e, наделенное структурой алгебры относительно 
кольца целостности A (с единицей). Пусть а—идеал кольца À, 
являющийся аннулятором е (для структуры Ё как ЛА-модуля). 
Доказать, что если А. =А/а, то образ кольца 4 [Χι, Xo, ..., Xn] 


при отображении ER в кольцо отображений множества Е" BE 
изоморфен кольцу A, [Χ|, Xo, ..., Xp]. 


$ 3. Рациональные дроби и рациональные функции 
1. Рациональные дроби над полем 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть К — поле. Рациональными дробями 
с коэффициентами из К относительно переменных Χι(ιΕ 1) назы- 
ваются элементы поля отношений (гл. I, $ 9, n° 4) кольца цело- 
стности К [ХИ, ет многочленов с коэффициентами из К относи- 
тельно переменных Χι. 

Поле рациональных дробей с коэффициентами из К относи- 
тельно Х, обозначается символом К (Х,),сг, когда /— интервал 
И, п] из N, поле К (Х;}; ег обозначают также символом K(X,, 
Χο, ..., Xn) и называют полем рациональных дробей om п nepe- 
менных с коэффициентами из К. 

По определению поля отношений кольца целостности, каждая 
рациональная дробь поля K(X,)er может быть представлена 


и 
бесконечным множеством способов в виде Hs где u и и— два 


многочлена из кольца К[Х ег, причем v #0. Соотношение 
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и и 
== = (v # 0, в, = 0) означает, что uvy=vu,. Таким образом, если 


и Æ0, то и u#0. В этом случае ($1, формула (5)) deg u + 
+ deg v;—degv+degu, или еще еси, — дез , = deg и — deg v. 
Целое число (положительное или отрицательное) deg и — deg v 
не зависит, тем самым, от представления ненулевой рациональ- 


vw 2 uU 
ной дроби в виде частного -- двух многочленов. Это число назы- 


вается (полной) степенью этой дроби. Таким же образом опре- 
деляют степень ненулевой рациональной дроби относительно 
переменной Х». Тотчас же проверяется, что для многочленов 
с коэффициентами из К эти понятия совпадают с одноименными 
понятиями, определенными в $1, и что формулы (3), (5) и (6) 
$ 1 остаются справедливыми для степеней рациональных дробей. 
Замечание. Если А— кольцо целостности с единицей, TO, как 

известно ($ 1, теорема 1), кольцо ATX, lez также является кольцом 


целостности. Пусть А — поле отношений кольца А. Можно отожде- 
ствить А с подполем отношений кольца А[Х,|, ст, состоящим из дро- 


. 


> и 2 

бей > Гдеи и р многочлены нулевой степени (v == 0), отожде- 
ствленные с элементами кольца А. При этом соглашении поле отно- 
шений кольца A[X ler отождествляется с полем рациональных 
дробей K(X ver: Действительно, каждый многочлен из К [X ler 


и 
можно записать в виде =, где и_ многочлен с коэффициентами из А, 


а— элемент кольца A (достаточно привести к общему знаменателю 
все коэффициенты рассматриваемого многочлена). Каждая рацио- 
нальная дробь из К (Х,), ст записывается, следовательно, в виде 


(u/a)/(v/B)—(Bu)/(av), где а и В принадлежат A, аии р— кольцу 

A[X her Тем самым эта дробь является элементом поля отношений 

кольца А [X ler: | 
Пусть теперь К — произвольное поле, J—wHellycTah часть MHO- 


жества индексов Ι. Мы видели ($ 1, n° 2), что кольцо многочленов 
K(X ler можно отождествить с кольцом многочленов относительно 


переменных X, (индекс 1 € CJ) с коэффициентами из кольца целост- 
ности B=KIX, ler Предыдущее замечание доказывает, что можно 
отождествить поле рациональных дробей К (X yer с полем рацио- 


нальных дробей относительно X,, LE СУ, с коэффициентами из поля 
рациональных дробей К (Х,), су. 


Предложение 1 из 8 1 вместе с предложением 4 из гл. Т, 
$ 9 показывает, что имеет место 
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Предложение 1. Пусть К, К’— два изоморфных поля, ф— изо- 


морфизм К на К’. В этом случае существует изоморфизм φ, 
и притом единственный, поля K(X,)er на К’(Х,) т, который 
продолжает ф и оставляет инвариантным каждую перемен- 
ную Χι. 


— 


2. Рациональные дроби, рассматриваемые 
кав операторы 


Пусть А — коммутативная алгебра с единицей над полем К, 

причем единица алгебры отождествлена с единицей поля К. 
и 

Пусть [= —— элемент поля K(Xiher. Пусть x = (2,), ет — элемент 


- δε, 
множества А’, для которого значение V(x) обратимо в кольце A; 
и (x) 


v (2) 


и 
и г, — другие многочлены, для которых |---- ‚ причем значение 
1 


тогда элемент определен в кольце A. Кроме того, если ur 


и (2) μι (2) 

о (©) vl) ` 
что UVi—=UiV, и, значит, υ(α’)υι (х) = и. (х)и(ж) (ἃ 2, предложе- 
ние 1). Если существует по крайней мере одно представление 


р, (©) также обратимо, то 


Это следует из того, 


дроби | в виде — , где 2(ж) — обратимый элемент, TO мы будем 


говорить, что семейство х = (χι) допускает подстановку в рацио- 
нальную дробь f. Мы только что видели, что для всех пред- 
ставлений дроби f в виде частного - двух многочленов, для 
и (x) 
v (x) 
зывается одним и тем же. Мы будем обозначать его символом 
f(x) или Fa). | 

ПрЕдложЕНИЕ 2. Пусть = (&)er — произвольное семейство 
элементов коммутативной алгебры А над полем К. Множество 
рациональных дробей [ΕΚ (X,)er, для которых ж допускает под- 
становку, образует подалгебру U поля К (Х,), ет. Отображение 


f— f(x) является представлением алгебры U в А. Образ подал- 
гебры U при этом отображении совпадает со множеством эле- 
ментов вида yz !, где у пробегает кольцо К [ax], а z— множество 
обратимых элементов этого кольца. 


которых #(х) — обратимый элемент, элемент кольца А ока- 
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u Ug | 
В самом деле, пусть he A Pipes — две рациональные 
2 


дроби, для которых 0.(ж) и #5(ж) являются обратимыми элемен- 


ие ἱἱοῦ 
tamu. В этом случае имеют место тождества f,-+ fo = 27 27 τ. 271 
172 


и fıla= . Положим v=v,v2; тогда v(X)=v; (45) Ve (x) —обра- 
тимый элемент. Таким образом, U является подалгеброй. Учиты- 
вая предложение 1 из $ 2, мы немедленно убеждаемся, что 
отображение f—>f(x) является представлением алгебры U в À. 
Заключительное утверждение предложения очевидно. 

Следствие. Пусть Ко— поле, являющееся расширением поля К, 
{7 — подкольцо кольца Κ(Χι)λιει, образованное рациональными 
дробями |, для которых семейство = (т) Е КТ допускает под- 
становку в |; тогда образ кольца U при отображении F—f(%) 
является подполем поля Ко, порожденным объединением К и мно- 
ncecmea М элементов χι(υΕ Г). | 

Действительно, из вышесказанного и предложения 6 гл. I, $ 9 
следует, что этот образ изоморфен полю отношений кольца K [x]. 
Мы будем обозначать это подполе символом К (x) или K (αι)ιει 
(или еще А (51, 12, ..., %n), когда I=[A, hl), a иногда также 
символом К (М). 


3. Подстановка рациональной дроби 
в рациональную дробь 


Рассмотрим, в частности, следствие предложения 2’для случая, 
когда поле Ko есть поле рациональных дробей К (У,)лег. Пусть 
(^)сг— семейство элементов этого поля, допускающих подста- 
новку в рациональную дробь {ЕК (Х,), ст; тогда значение } ((2,)) =й 
является рациональной дробью относительно У». Кроме того, 
справедливо 

ПРЕдложеЕнИЕ 3. Пусть |— рациональная дробь из поля К (X Jen; 
{2 лег — семейство элементов поля рациональных дробей К (Ύλ)λει, 
y = (ул )лт,— семейство элементов поля К. Предположим, что 
семейство y допускает подстановку в каждую из дробей Lu 
а семейство элементов (σι (Y))ıer — подстановку в дробь |. В этом 
случае семейство элементов (g,) допускает подстановку в |. Если 
положить h— f((g,)), то семейство у =(у.) допускает подста- 
новку 6 h, причем й (у) = | ((g.(y))). 
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Очевидно, можно предположить, что множества J и L конечны. 


es P 
В силу предположений можно представить g, в виде = и верь 
L 


и 9, — многочлены из кольца Κ|Υλ]λει, причем q(y) 0 для 
и 
всех t€/. Таким же образом можно написать: f—=—, где u, 


г — такие многочлены из кольца К [Х г, что v((g(y))) 0. 
Пусть т — наивысшая из степеней многочленов U и D относи- 
тельно каждой переменной X,. Пусть w — многочлен из А |Υλ]λει, 
являющийся произведением многочленов 4, (1 Е Г). В этом случае 
u, =w"u((g)) nv, =w"v((g,)) являются многочленами из К [Y ;lner, 
причем v,(Yy)=(w(Yy))"v((g,(Yy))) == 0. Следовательно, v, Æ 0 


и v((g.)) == 0. Таким образом, семейство (σι) допускает HONCTa- 
новку в | и имеет место равенство À = f(g))=—. Тем самым y 
1 
допускает подстановку в À и h(y)=f((g,(%Y))). 
В частности, семейство (Х,),сг допускает подстановку в любую 
рациональную дробь f ЕК (Χι)ιει. Поэтому можно писать f = f ((X,)) 
(или —для рациональных дробей от п переменных —f=f(X,, 


а | 


4. Pauuonanronote Bynzuuu 


Пусть К — поле, Ky—pacmupenne поля К, причем с бесконеч- 
ным множеством элементов. Для любой рациональной дроби 
ТЕК (X,)ıer обозначим символом Sy часть множества АТ, образо- 
ванную семействами 3: = (1,).;т, допускающими подстановку в f. 
В силу предложения 8 из $ 2 множество 5; бесконечно. Payuc- 
нальной функцией, ассоциированной с рациональной дробью f 
(со значениями в расширении Κρ поля K) назовем отображение 
a — f(x) из множества 5; в поле Ко. Мы будем обозначать это 


отображение символом т (или просто f, если исключена возмож- 
ность путаницы). Пусть {и # — две рациональные дроби из К (Xe; 
тогда множество '5;[]5, непусто (ἃ 2, теорема 3). Если для 
любого элемента X этого множества имеет место равенство f (Xx) = 


— gx), то f=g Действительно, пусть j=—, =”. В силу 


принципа продолжения алгебраических тождеств ($ 2, теорема 3) 
из равенства и (5). (%) ---ἀι(α}υ (2), справедливого для всех 
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= (1,), для которых и (2) == 0 x yy (x) # О, следует, что uv, = ино. 
ee словами, отображение SF взаимно однозначно. 
Заметим теперь, что любой элемент множества 5;[] Sz 
(Ти = — произвольные рациональные дроби из К (Х,), г) допускает 
подстановку в дробь f+g (fg соответственно). Takum образом, 
рациональная функция, ассоциированная с f+g (fg соответ- 
ственно), определена и принимает те же значения, что и функ- 


ция ΤΗ (соответственно 12) на множестве S;[)Sg. Аналогично 
для ненулевой рациональной функции f образуем часть δ; в А! 
из элементов X, допускающих подстановку в f, причем f(x) πε 0. 
Множество S; непусто ($ 2, теорема 3). Рациональная дробь 1/f 


определена и принимает те же значения, что и функция 1/f 
на каждом элементе X множества Sy. 


Замечания. 1) Позднее мы увидим, что для любой ненуле- 
вой рациональной дроби f существуют два таких многочлена Up и Vo, 
и 
что = и множество элементов Sy, допускающих подстановку 
0 | 
в f, совпадает с множеством элементов X, для которых Vo (ὦ) =Е 0. 
2) Принцин продолжения алгебраических тождеств ($ 2, теорема 3) 
можно распространить на рациональные дроби. Пусть ри g; 
(1 <1=< т) — рациональные дроби из K(X ier Причем gi 0. Пред- 


положим, что для любого семейства æ € Ki, допускающего oxHoBpe- 
менно подстановку в f M во все gj; и такого, что с; (X) FO для 
1<1:< т, имеет место равенство f(x)=0. В этом случае f—0 
(поле re всегда предполагается бесконечным). Это предложение 
немедленно вытекает из теоремы 3 $ 2. 

Упражнения. 1) Пусть А—коммутативная алгебра с едини- 


цей над полем К, = (2, ),er — элемент множества АГ. Пусть U — под- 
кольцо в К (X er состоящее из тех элементов ДЕК (Χι)ιει» для 


которых х допускает подстановку в f. Доказать, что если в алгебре А 
необратимые элементы образуют идеал, то этот факт имеет место 
и в кольце U. Доказать, что в случае, когда А— поле, являющееся 
расширением поля К, необратимые элементы в кольце U образуют 
максимальный идеал. 

2) a) Пусть u—=amX"+ any X™I14+ ...+a,X" — многочлен из 
K[X], y которого ап -Е0`и а, -=0 (0<тс< п). Доказать, что для 
всякой рациональной дроби = ненулевой степени 4 поля К (X) дробь 
и (2) отлична от нуля и имеет степень nd, если а и степень та, 
если d< 0. 

6) Вывести, что рациональная дробь g из К (X), отличная от KOH- 
станты, допускает подстановку в любую рациональную дробь из 
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К (X). (Заметить, что если степень дроби г равна нулю, TO суще- 
- ствует такой элемент αΕΚ, что g—Q уже имеет степень строго 
меньшую нуля.) 
3) Рациональная дробь ГЕК (X14, Xo, ..., Χμ) называется одно- 
родной, если она равна частному двух однородных многочленов 
(с ненулевым знаменателем). Доказать, что рациональная дробь } 
однородна в том и только в том случае, когда 


(La 2X9, ое As 


где 4— степень f. 


$ 4. Дифференциалы и дифференцирования 
1. Дифференциалы и производные многочленов 


Мы ограничимся в этом параграфе рассмотрением многочле- 
нов и рациональных дробей от конечного числа переменных над 
произвольным коммутативным кольцом À (с единицей). 

Пусть {— некоторый многочлен из кольца A[X,, Xo, ..., X,]—B. 
Рассмотрим многочлен f(Xı + Yı, Xo+ Yo, ..., Xp Ур) в кольце 
многочленов A[X,, ..., Xp, Yu, ..., Ур| от 2p переменных X;, 
У; (4<i<p). Этот многочлен можно рассматривать как MHOTO- 
член относительно У; с коэффициентами в кольце В. Как тако- 
вой, он имеет свободный член, равный f(X1, Xo, ..., Χρ) (§ 2, 
предложение 3). Положим 


Af=f(%.+ УЕ, ..-͵ ΧρἼ-Υρ)--](Χι, e889 Ay 


Таким образом, многочлен Af (который иногда обозначают симво- 
лом Af(X,, ..., Χρ; Уь ..., Yp)) является многочленом без 
свободного члена из кольца B|Yı, Yo, ..., Ур. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Назовем дифференциалом многочлена | и 060- 
значим символом af или а} (Ха, ..., Χρ; Yu, ..., Ур) однородную 
часть первой степени многочлена Δ], рассматриваемого как 
многочлен относительно переменных У; с коэффициентами 
агнолона. В Al Aas Age snes : 

Согласно этому определению можно написать 


D 
df= 2 giYi, τῷ) 
--- 
где £1, 52, - à os £n — элементы кольца Bb, то есть многочлены из 
кольца Α|Χι, Xo, arg Χρ]. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Назовем частной производной многочлена f 
относительно переменной Х; (1 <1< р) и обозначим символом D;f 


д ΄ | 
( шли Dx f, или See или fx, ) многочлен из кольца B=A[X,, 
1 


Xo, ..., Χρ], являющийся коэффициентом при У; в дифферен- 
циале df многочлена }. 


Таким образом, формула (1) запишется в виде 


= У (ру, = 34 ax, Ye (2) 


= ἷ--! 


В частном случае, когда f= X; имеем df=Y;. Это позволяет, 
допуская некоторую вольность, пользоваться записью перемен- 
ных У; в виде АХ; (1<i<p) и приводит к формуле 


d= У (Di) aXi= ΣΉ 93, ἀΧι. (3) 


--{ 
Если |-—многочлен относительно одной переменной, то df = 


= Df-dX. Многочлен Df ( который обозначают также символом 


oe 


или |" ) в этом случае называют просто производной OT ]. 
Если f— константа, то, очевидно, Af = 0. Следовательно, df = 0. 


> Обращение этого предложения неверно: если А— кольцо харак: 
теристики 4 >0, то производная многочлена ХЧ равна 49Х9—1=0 
(следствие 3 предложения 1). 


ПредложениЕ 1. Пусть ри #—0ва многочлена из кольца 


ВА, Kurs: 3 
Гогда | 
d(f+g)=df-+ dg, (4) 
d(fg)=df-g+f-dg. (9) 


Формула (4) немедленно следует из определения 1. Для 
доказательства соотношения (5) заметим, что 


A (fg) = Af-g+f-Ag+Af-Ag. 


Но однородная часть первой степени многочлена Δ]: ο равна df -g, 
для многочлена f-Ag она равна f-dg, а для многочлена Af-Ag— 
нулю. Отсюда следует формула (5). 


^ Н. Бурбаки 
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Следствие 1. Отображение f — df является линейным ото- 
бражением А-модуля Α[Χι, Xo, ..., Xp] в А-модуль однородных 
многочленов первой степени в кольце В [У1, Yo, ..., Ур. 

Следствив 2. Каждое из отображений f —> D;f является эндо- 
морфизмом А-модуля Α[Χι, Xo, ..., Χρ], для которого выпол- 
нено тождество 


Di (fe) =Dif-g-+f-Dig. (6) 


CrencrBue 3. Дия любого целого положительного п имеют 
место соотношения 


В. (ХР =пХ"- 9 A<i<p), (7) 

D;(Xi)=0 (7 # 2). (8) 

Действительно, (7) вытекает из формулы (6) индукцией по п. 

С другой стороны, многочлен A(Xi) не содержит У,, откуда 


следует (8). 
ПрЕдложеЕНИЕ 2. Пусть |— многочлен из кольца 


AAA fe ay Δρ]; 
u; (1 <i<p)— р многочленов из кольца A 41, his ch Zi]. Поло- 
жим κο f (Uy, Ug, ..., Ир), тогда | | 
GHA, Ca hi Чо, алан à à Spy Alten г. Alp). (9) 
Действительно, в силу определения | 
Ah=f(u + Aus, wae, Up + Aup)—f(ui,..., Ир). 


Так как Ли; — многочлены без свободного члена (по OTHO- 
шению к dZ;), то однородная часть первой степени многочлена 
АЙ такова же, как и у многочлена 


р 
df (us, “+53 Up; Au, cacy Δυρ) = 2 Dif (us, 5553 Up) Au, 


откуда следует формула (9). 
Следствие. В тех же обозначениях имеет место формула 


p 
Dj;h= 2 Dif (ил, un, ..., up) Djui (L<j<q). (40) 
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2. Приложение: характеризация 
простых корней многочлена 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для того чтобы. корень аЕА многочлена 
fE AIX] был простым, необходимо и достаточно, чтобы a не 
являлся корнем многочлена Df. 

Действительно, в силу предположения f—(X—a)g, где 
— многочлен. При этом а является простым корнем в TOM 
и только в том случае, когда g(a)#0. По формуле (6) 
Df=g-+-(X—a)Dg. Из этого вытекает, что # (а) = 01 (a), откуда 
следует предложение. 

Более общо: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Если элемент a€ A является корнем порядка 
k>1 многочлена fE AIX], то он является корнем порядка 
> k— 1 многочлена Df, Если в кольце А из соотношения ЕЁ = 0 
следует, что &=0, то а является корнем порядка k— 1 много- 
члена Df. 

Действительно, по предположению, f—(X—a)"£, где g уже 
не делится на Χ--α. Из этого следует, что Df=k(X— a)" 1в- 
L(X—a)"Dg. Это доказывает первую часть предложения. С дру- 
гой стороны, из предыдущего соотношения вытекает, что если 
(X—a)* делит Df, το (Χ--α) делит многочлен kg (поскольку 
X—a не является делителем нуля в кольце A[X]), τ. ο. (8 2, 
предложение 5), что Ах (а) =0. Если в кольце А из соотношения 
КЁЕ= 0 следует, что &=0, мы получим, таким образом, что 
с (а) =0, а это противоречит предположению. 


Если, напротив, в кольце А существует такой ненулевой элемент &, 
что АЁ=0, то а может быть корнем произвольного порядка > k—1 
многочлена Df. Например, пусть ЕЁ =0 для всех EEA; положим 
&= (Х— а)" -- В с BO; тогда a является корнем порядка А много- 
члена f, но корнем порядка > k-++h—1 многочлена Df. | 


Следствие. Если элемент a€ А является корнем многочлена } 
и корнем порядка р многочлена Df, и если из соотношения р! Ё =0 
в кольце А следует, что E=Ü, то порядок корня à многочлена f 
равен p+i. | | 

В самом деле, по предложению. 4 а является корнем много- 
члена f, порядок кратности которого удовлетворяет неравенству 


4 
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1<k<p+1. Допустим, что k<p-+A. Так как из kE—0 сле- 
дует, что р!Ё=0, то в силу предположения &=0. Таким 
образом, © будет корнем порядка kK—1 многочлена Df, что про- 
тиворечит предположению. 


_ 3. Дифференцирования алгебры 


Следствие 2 предложения 1 приводит к обобщению понятия 
производной на случай произвольной алгебры: 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть Е — алгебра над коммутативным колъ- 
цом (с единицей) А. Назовем дифференцированием алгебры Е любой 
эндоморфизм D А-модуля Е, для которого D (ху) = D (x) y + xD (y). 

Из этого определения индукцией по целым положительным р 
немедленно получается формула Лейбница 


Ῥ ; \ . 
D? (zy) = (+ δα) ον (At) 
k=0 


( используется соотношение между биномиальными коэффициен- 


р p—1\ , fp—-ıiN 
um (£)=(°5')+(428)): 
Примеры. 1) В алгебре многочленов Α[Χι, Xo, ..., Xp] п OTO- 
‚бражений D; (n° 1) являются дифференцированиями, которые назы- 
вают п частными дифференцированиями этой алгебры. 

2. Для любого элемента a € Е отображение x — ах—ха является 
дифференцированием в алгебре ЕЁ, так как а (ху) — (xy) а = (ах — za) y + 
+ х(ау— ya). Такое дифференцирование называется внутренним диф- 
ференцированием алгебры Е, задаваемым элементом а. Оно равно 
нулю только в том случае, когда элемент а принадлежит центру 
алгебры E. 

Замечания. 1) Вместо D(x) значение дифференцирования р 
на элементе х СЁ часто обозначается символом Dz. 

2) Множество Е может быть наделено несколькими структурами 
алгебры, которые все имеют одну и ту же структуру кольца. Если 
речь идет о дифференцировании кольца Е, то необходимо уточнить, 
какая структура алгебры на Е (имеющая в качестве структуры 
кольца структуру заданного кольца) рассматривается в этом случае. 

_ В частности, любое кольцо E можно рассматривать как алгебру над 
кольцом Z. Если говорят о дифференцировании кольца Е, не уточняя 
его структуру как алгебры, то подразумевается, что речь идет 
© структуре алгебры над кольцом 2. Если Е наделено структурой 
алгебры, структура. кольца которой такова же, как и структура задан- 
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ного кольца, то любое дифференцирование этой алгебры является 
также и дифференцированием Е, рассматриваемой как алгебра над 
кольцом 2. 


Если Е — алгебра с единицей e, то для любого дифференци- 
рования D алгебры Ё имеем D (e) = D (εν) = D (e)e+eD (ε) = 21) (e). 
Отсюда следует, что D(e)=0. Из этого вытекает, что D (пе) = 
—nD (е) =0 для любого целого числа п и D (ae) — aD (е) =0 для 
любого элемента a€ A. 

В частности, в кольце 2 и в факторкольцах Z/(n) всякое диф- 
ференцирование нулевое. 

Если 2— элемент из центра С алгебры Е, то Dz принад- 
лежит С для любого дифференцирования D алгебры Е. Действи- 
тельно, для любого ЕЁ выполнено равенство zx = 22. Отсюда 
D (25) =D (az), τ. ο. Dz-<+2-Dx= Dx-z+x-Dz. Ввиду того, что 
2.0х=0От.2, получаем Dz-x—x.Dz, что доказывает требуемое. 

Пусть D, и 0. — дифференцирования алгебры Е. Немедленно 
проверяется, что операторы D, — D, и aD, (где а — произвольный 
элемент из A) также являются дифференцированиями алгебры E, 
Другими словами, множество дифференцирований алгебры EL, кото- 
рое мы будем обозначать символом D(E), является подмодулем 
А-модуля £(E) всех эндоморфизмов А-модуля E. Напротив, npo- 
изведение 0.0. (=). ο De) дифференцирований D, и D, в кольце 
$ (Е), вообще говоря, не является дифференцированием. 

Например, в алгебре Е=А[Х] выполнено равенство D2 (X2)= 2. 
Но D2(X)=0 и, следовательно, 0? (X) Х-{ ХР? (Х)=0. Это доказы- 
вает, что D? уже не является дифференцированием алгебры Ё, если 
характеристика алгебры Е отлична от двух. 

ПрРЕдложЕНИЕ 5. Пусть D, и О. — произвольные два дифферен- 
цирования алгебры Е; тогда эндоморфизм D=D.D,— DD; 
А-модуля Е является дифференцированием алгебры Е. 

Действительно, для любой пары элементов x, у из E имеет 
место тождество 


D (гу) = В» (В! (x)y + αι (у))— В, (D2 (x) y + xD; (у)) = 
= D,(D,(x)) y+ D, (x) D: (y)+ D: (x) Di (y) + 
+ 26. (D; (y)) — Di (D2 (x)) y — D; (x) D: (y) — 

— В: (2) В. (y)— 2D) (Da (y)) = D (x) y + xD (y). 
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Дифференцирование DD, — D,D, обозначается обычно CHMBO- 
лом [D,, Do]. ner 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Для любого дифференцирования D алгебры Е 
и любого элемента а из центра алгебры Е эндоморфизм x — aD (x) 
(обозначаемый aD) А-модуля Е является дифференцированием 
алгебры E. 

Действительно, пусть 5 и у — произвольные элементы алгебры EL; 
тогда aD (ху) =ар (2) у ар (у) = ар (2) у-+ т (ар (у)) (в силу 
перестановочности элемента а со всеми элементами алгебры (Κα). 


Заметим, что, напротив, отображение x —> D (ах) уже не является 
дифференцированием. 


Следствие. Множество D(E) дифференцирований алгебры Е, 
наделенное сложением и внешним законом композиции (а, D) — ар), 
где а принадлежит центру С алгебры Е, превращается в С-модуль. 

Из определения 3 тотчас вытекает, что для произвольного 
дифференцирования D алгебры E множество элементов хЕЁ, для 
которых 0 (5)=0, является подалгеброй алгебры E (которую 
называют иногда подалгеброй констант относительно D). Из 
этого замечания вытекает следующее ‘предложение: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть 5 — система образующих алгебры Е. 
Если значения двух дифференцирований D, и D, алгебры Е одина- 
ковы на всех элементах системы 5, mo эти дифференцирования 
совпадают. 

Действительно, оператор D — D; — D, является дифференциро- 
ванием. Подалгебра алгебры Ё, образованная элементами x, для 
которых D (x) — 0, содержит © и, следовательно, совпадает с E. 

ПрЕдложЕНИЕ 8. Пусть Е — алгебра A[X,, Х.,..., Xn] много- 
членов от п переменных над кольцом А. Частные дифференци- 
рования D; (1<i<n) образуют базис Е-модуля 9 (Е) dugge- 
ренцирований алгебры Е, причем DiD;= D;,D; для любых индексов 
Енг 

Пусть В — произвольное дифференцирование алгебры Ё. Поло- 
жим D(X;)=u; для 1<i<n (u; — элементы алгебры Е=Ах 


n 
Χ|Χι, Х.,..., Xn]). Ввиду предложения 6 оператор D’ = >) u;D; 
i=1 


является дифференцированием алгебры H, для которого D'(X;)— 
—=и;(1 << п). Дифференцирования D и D’ принимают одни и те же 
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значения на единичном элементе алгебры Ё и на каждом из Х;. Эти 
элементы порождают алгебру E. Таким образом (предложение 7), 
D=D'. С другой стороны, предположим, что vd; (1<#<п)—п 


n 


элементов алгебры Z, для которых > v;D;=0 в D(E). Тогда, 
i=1 


в ‘частности, для любого индекса ] справедливо равенство 
n 
>) v;D;(X;)=0, то есть v;—0. Таким образом, дифференцирова- 
i=1 


ния D; образуют базис модуля D(E) относительно Ё. Наконец, 
отображения D;;=[D;, Эл являются дифференцированиями алгеб- 
ры E (предложение 5), причем D,,(X,)=0 для 1<k <n. Сле- 
довательно, (предложение 7) D;;—0, чем заканчивается доказа- 
тельство. 
Отметим, что два произвольных дифференцирования алгебры 
Α[Χι, X ..., Xn], вообще говоря, не перестановочны друг с другом. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть Е — коммутативная алгебра с едини- 
цей над кольцом À, D — дифференци рование алгебры Е. Для любого 
семейства (1;)!<<п U3 Τι элементов алгебры Е и любого много- 
члена FE AIX, Х.,..., Xn] имеем 


HF (Ti Le. m))= 2 oat li dose Lit (12) 


Действительно, для любого многочлена fEA[X,,..., An] 
положим | 


p(f)= D (1 (21, ..., tn))— 2) Din, DI: 


Немедленно проверяется, что @— линейное отображение А-мо- 
дуля A[X,, Xo,..., Xn] в А-модуль Ё и что 


p(fg) = p(f) 8 (21, Lo, .... En) + [ (Ti, La, ..., Ln) P(g). 


Множество элементов f€ A[X,, Χ»,..., Xp], для которых ф (f) =0, 
образует подалгебру алгебры A[X,,..., X,]. Она содержит, оче- 
видно, единицу и элементы X; (1 <#<п). Таким образом, эта под- 
алгебра совпадает с алгеброй A[X,, Х.,..., Xn], что доказывает 
предложение. (Можно было также установить этот факт непосред- 
ственно для любого одночлена, проведя индукцию по его степени.) 


Отметим, что следствие предложения,2 является частным слу- 
чаем предложения 9. 
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4. Продолжение дифференцирования; производные 
рациональных дробей 


Предложение 10. Пусть 5 — моноид, А— коммутативное колъь- 
yo с единицей, Е — алгебра моноида 5 относительно кольца А. 
Для всякого дифференцирования D кольца А существует диффе- 


ренцирование D, притом единственное, кольца (без операторов) E, 


для которого О (95) = (a)s при любом a€A и любом SES. 
Действительно, из сформулированного условия ясно, что если 


дифференцирование D существует, то D(z)= >) О (as) S для 
s€S 


любого элемента z= >) GS кольца Е. Обратно, легко проверить, 
ses 


что отображение D, определенное этой формулой, является диф- 
ференцированием алгебры Æ. 
В частности, если ЕЁ — алгебра многочленов 4 [Χι,..., X,] над 
n τι τι 
кольцом A, TO для любого многочлена } = RS πμ PR A As. 
(n;) 
n т 11 
обозначим символом fP многочлен >) D (ат... п, Xi Xs"... Χρ”. 
τὶ. 


1 
Из предложения 10 видно, что отображение f —> f? является диф- 


ференцированием кольца EL, которое продолжает заданное диф- 
ференцирование D кольца А. Говорят, что многочлен f? получен 
применением дифференцирования D кв коэффициентам много- 
члена }. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. Пусть Ар — кольцо целостности, К — его 
поле дробей. Любое дифференцирование D кольца А можно одним 


и только одним способом продолжить до дифференцирования D 
поля К. Если и, и— два произвольных элемента кольца А, причем 
v #0, то справедлива формула 


DE) FEN. (13) 


v2 
Если существует дифференцирование D поля К, продолжаю- 
‚ щее дифференцирование D, то его единственность и формула (13) 
следуют немедленно. Действительно, пусть W = — (uE A, VEA, v0); 


тогда u=vw. Следовательно, D (u) = D (v) w + vD (w), откуда 
вытекает выражение (13) для D(w). Остается доказать существо- 
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вание /). Для этого докажем, что из тождества — = — (и, V, и, 
1 


v, из A, 00, == 0) следует, что ο MU ΝΕ ; 
Действительно, это соотношение записывается в виде (в X 

x (vy) + VLD (u)) = vy (uv,D (v) + v2D (u,)). Пользуясь тем, что uv, = 
--μιυ, получим vv; (UD (v,)+ v,D (и)) =vv, (u,D(v)+vD (u,)). Это 
эквивалентно соотношению UD (υι) + 44D (и) = u,D (v) ор (u;), κο- 
торое получается дифференцированием равенства UV =u,v. Таким 


и 
образом, для любого элемента w= > Поля К можно определить 


элемент р (w) формулой (13) независимо от представления ш 


в виде дроби. Немедленно проверяется, что D является диффе- 
ренцированием, чем заканчивается доказательство... 

Пусть К — произвольное поле. Каждое из дифференцирований 
0; (1 <:<п) алгебры K [X,, Xo, ..., Х„| многочленов от п пере- 
менных над К можно в силу предложения 11 продолжить един- 
ственным способом до дифференцирования алгебры Ё = Κ(Χι, 
Х., ..., Xn) рациональных дробей от п переменных над А. Это 
дифференцирование называют также частным дифференцирова- 
нием по X, и обозначают символом 0;. Для произольной 
рациональной дроби f элемент D;f обозначается также символом 


д ΄ : C2 e 
η или fx, и называется частной производной многочлена } 
i 


относительно Х;. Если два дифференцирования алгебры E coBua- 
дают на каждом многочлене, то они равны в силу формулы (13). 
Рассуждая, как в предложении 8, мы можем заключить из этого, 
что A частных дифференцирований /); образуют базис векторного 
пространства D(E) (над полем Æ) дифференцирований алгебры ΙΙ; 
при этом 0); перестановочны друг с другом. 

Пусть Ё— коммутативная алгебра над полем К, f — рацио- 
нальная дробь из поля А (X1, ..., Xn). Если семейство (5;)1<:<п 
элементов из F допускает подстановку ($ 3, n°2) в f, то в силу 
формулы (13) оно допускает ΠΟΠΟΤΒΗΟΒΕΥ ив каждую из частных 
производных D;f. Немедленно проверяется, что для любого диффе- 
ренцирования D алгебры F формула (12) все еще имеет место. 


of 


Если исключена возможность путаницы, то часто пишут rs 
i 


вместо D;f (24, 12, ..., Tn). 
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Замечание. Понятие дифференцирования алгебры E над 
коммутативным кольцом А можно обобщить следующим образом: 
пусть Ё— подалгебра алгебры F над А; назовем дифферен- 
цированием Е в Е любое линейное отображение D А-модуля 
Е в А-модуль F, для которого D (αν) = (α) у-- хр (у). Немед- 
ленно проверяется, что предложение 6 и его следствие, а также 
предложение 7 обобщаются на случай дифференцирований из E 
в F. Если предположить, что алгебра F коммутативна, то пере- 
носится и предложение 9. Предложение 11 остается справед- 
ливым, если предположить, что Р— поле, содержащее кольцо 
целостности А. Наконец, предложение 10 распространяется также 
на случай, когда О — дифференцирование из А в некоторое 
коммутативное кольцо В, содержащее А и имеющее тот же 


единичный элемент. В этом случае D является дифференциро- 
ванием алгебры Ё в алгебру F моноида 5 относительно кольца В. 


Напротив, формула Лейбница (11) и предложение 5, вообще 
говоря, не имеют смысла для дифференцирования из алгебры Е 
в алгебру F, ее содержащую. Кроме того, для дифференцирования D 
алгебры Е в алгебру F образ Dz элемента 2 из центра алгебры Е 
ΒΘ обязательно принадлежит центру алгебры L£. 


Отметим, что ограничение любого дифференцирования алгебры F 
над кольцом À на подалгебру Е является дифференцированием 
алгебры Ё в алгебру F. 


5. Дифференциальные формы 


Пусть Е — коммутативная алгебра с единицей над кольцом А. 
Мы видели (предложение 6), что множество D(H) дифференци- 
рований алгебры Ё наделено структурой унитарного Е-модуля. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Назовем дифференциальной формой на 
алгебре Е любую линейную форму на Е-модуле D(E) дифферен- 
цирований алгебры Е. 

_ Таким образом, дифференциальные формы на Ё образуют 
Е-модуль 9 (Е) двойственный или сопряженный с D(E) в соот- 
ветствии с общими обозначениями (гл. II, $ 4); для любой 
дифференциальной формы w и любого дифференцирования D 
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алгебры Е будем применять символ (D, w) для значения © . 
на элементе D (основная билинейная форма). Если модуль 4) (Е) 
имеет базис (D;) из п элементов, то, как известно (loc. cit.), 
модуль D*(E) имеет базис (w;) из п элементов, называемый 
действительным базисом к базису (D;), для которого (D;, ®;) = 
=6;; (символ Кронекера). Любое дифференцирование представ- 


n 
ляется тогда в виде D= >) MD;, а любая дифференциальная 
i=1 


I= 


n n 
форма — в виде o= >) U;0:;, причем (D, o)= >) Л. 
i=1 | i=1 


Пусть х— произвольный элемент алгебры Е. Очевидно, отобра- 
жение D—Dx модуля D(E) в А является линейной формой. 
Эта дифференциальная форма называется полным дифферен- 
циалом элемента 2 и обозначается символом dx. Другими сло- 
вами, для любого элемента хЕЁ и любого дифференцирования 
DE D(E) имеет место равенство 


(D;:dx)= Dz: (14) 


Отметим, что, вообще говоря, существуют дифференциальные 
формы, которые не являются полными дифференциалами элементов 
из Е (см. упражнение 14), 
Ilpequomenne 12. Для любой пары элементов x, у алгебры Е 
и любого элемента а кольца А имеют место равенства 


d(c+y)=dr+ dy, а (ал) = аа, d(xy)=xdy+ydr. (15) 


Докажем, например, третье из этих соотношений. Для любого 
дифференцирования D, в силу (14) и определения 3, справед- 
лива цепочка равенств 


XD, d(ay)) =D (ay) = Dz-y+ x Dy= 
= (D, y-dx)+(D, z-dy)=(D, y-dx+x-dy). 


В силу определения дифференциальной формы это доказывает 
наше утверждение. 

Для единичного элемента е алгебры Ё справедливо тожде- 
ство (D, 4е) = De=0 для любого дифференцирования D. Таким 
образом, де =0, следовательно, 4 (ae) = а de = 0 для любого à Е A. 

Если модуль D (Е) имеет базис (D;), а (@;)— соответст- 
вующий двойственный базис модуля D*(E) дифференциальных 
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форм, TO для любого элемента хЕЁ верно тождество 


dr = Ὁ) Diroi. (16) 


i=1 _ 


6. Приложение x многочленам 
u рациональным дробям 


Рассмотрим, в частности, случай, когда Ё является алгеброй 
многочленов Α[Χι, Χο, ..., Xn]. Формула (14) показывает при 
Х =Х, и D=D, что (D;, dX,)=D;X,=Ö,,. Таким образом, 
полные дифференциалы АХ; (1 <i<n) образуют в модуле D*(E) 
двойственный базис к базису (D;), состоящему из п частных 
дифференцирований. Для любого многочлена f Е Ё из формулы (16) 
вытекает следующее выражение для полного дифференциала: 


df= à Dif ἀΧι. (17) 


Это доказывает, что если отождествить Ё-модуль однородных 
многочленов первой степени в кольце Е[У,, Ya ...,Ynl ec 
Е-модулем D*(E), поставив в соответствие каждому элементу У; 
дифференциал dX;, то полный дифференциал df coenadem 
с дифференциалом, определенным в n° 1 (этим оправдается 
совпадение использованных обозначений). 

Пусть теперь Е— поле K(X,, Х.,..., Xn) рациональных 
дробей от п переменных над полем К. Дифференциалы aX; 
по-прежнему образуют базис модуля D*(E), двойственный к ба- 
зису (D;), а формула (17) применима к произвольной рациональ- 


ной дроби f. Отметим, что если f=u/v, где и и и— два много- 
члена (или рациональные дроби), то 7 | a НЕ : 
v 
Заметим, наконец, что для произвольной коммутативной 
алгебры Ё над кольцом А с единицей, для любого семейства 
(Ci)ısi<sn элементов алгебры EL и для всякого многочлена f 
из кольца Α[Χι, Xo, ..., Xn] формулы (12) и (14) доказывают 


тождество 


нь, -. 5 ta) ap Dit oo ta hn) dE (18) 
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Эту формулу можно было бы также без труда вывести из фор- 
мул (15). Тождество (18) справедливо и в том случае, когда E 
является алгеброй над полем К, f— рациональная дробь из поля 
K(X4, ..., Xn), а (х;) — семейство элементов алгебры Ё, допускаю- 
щее подстановку в дробь f. 

Упражнения. 1) Доказать, что для любого однородного 


многочлена степени т в кольце А[Х,, ..., Xn] справедливо 
«тождество Эйлера»: 


τι af 
bes Ar Хь ce Xn). 
test 
Обратно, доказать, что если в кольце A из соотношения т! &=0 
следует, что &=0, то любой многочлен }, степень которого 
не превосходит т и который удовлетворяет предыдущему тожде- 
ству, является однородным многочленом степени т. 
2) Доказать, что интерполяционную формулу Лагранжа ($ 2, n° 4) 
можно записать в виде 


< β; | 
1006 I Gaga : 
t=1 


где w (Х)=(Х— а) (X —0>) ... (X — a). Вывести отсюда для любого 
многочлена gEK[X]|, степень которого не превосходит n—2, 
равенство 


{рассмотреть многочлен f (X)—Xg (Х)). 

3) Пусть а; (1<1< п)—п различных элементов поля К, В; (1< 
<i<n) и Y;,(1<Li<n)—2n произвольных элементов поля К. 
Доказать, что существует, и притом только один, многочлен 
ТЕК [Х] степени < 2n—1, для которого } (4;) =В; и f’ (а;) =у; при 
1<i<n (интерполяционная формула Эрмита). (Начать с paccmo- 
трения случая, когда 2п—1 из 2п элементов В;, у; равны нулю.) 

4) Пусть К— поле характеристики нуль. Доказать, что всякая 
рациональная дробь vEK(X), для которой Du=(, равна константе. 

5) Обобщить результаты упражнения 1 на случай однородных 
> рациональных дробей (8 3, упражнение 3) над полем характе- 
ристики нуль. ( Рассмотреть рациональную дробь т FCXÉ ZI, 5 
..., ZÄn) относительно Z и использовать результат упражнения 4.) 

*6) а) Пусть А—коммутативное кольцо с единицей, в котором 

для любого ненулевого целого числа n€Z из соотношения пё=0 
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следует, что &=0. Доказать, что отображение f—>f (Dy, ..., Dn) 
является изоморфизмом алгебры многочленов Α[2ι,..., Xn]—E 
в алгебру (над А) эндоморфизмов А-модуля Е (провести индук- 
цию по п). 


6) Пусть А—коммутативное кольцо с единицей характеристики 
m >0. Доказать, что DD для любого частного дифференциро- 


вания 9; (1 <1< п) в кольце Α[Χι,..., Anl. 
7) Пусть А—поле нулевой характеристики. Доказать, что для 
любого многочлена FEK[X, Xo, ..., Xn] справедливо равенство 


(Ait Ув ХУ. ..., Xn + Уп) = 
RE 
=D) Zr WI YaDa+... + Ya Zn] 
p=0 


(«формула Тейлора для многочленов»). (Доказать сначала формулу 
для п=1, затем рассмотреть многочлен f(X,+ZYy, ..., Xn+ZYh).) 
8) Пусть Οι, Do, D3— произвольные дифференцирования алгеб- 
ры А. Доказать, что имеют место тождества [47ι, 9.]=0, [Do, DyJ+ 
+[2» «α]--0, [[2ι, Dol, Zt [De 23], Р-Н» D1], «θε]--0 
(«тождество Якоби», см. гл. I, $ 5, упражнение 6). 
9) Пусть А—алгебра над полем К нулевой характеристики, 
D — дифференцирование алгебры A, для которого D—0 при неко- 
тором целом положительном п. В алгебре Z (A) эндоморфизмов 
tr 
векторного пространства А положим и; = > ΡΕ DP (при πιοδομ{Ε K). 
p=0 
Доказать, что для любых двух элементов ἱ и it’ поля К спра- 
ведливо соотношение U,,3,—Utu;. Вывести из этого, что отобра- 


жения и; являются автоморфизмами алгебры A, причем образуют 
абелеву группу, изоморфную факторгруппе аддитивной группы 
поля К. 

*10) Пусть А—коммутативное кольцо с единицей, E—Mh(A)— 
алгебра квадратных матриц порядка п над кольцом А, D— дифферен- 
цирование алгебры Е, (Е;}) — канонический базис (гл. II, $ 6, n° 2) 
алгебры Ё над кольцом А. Доказать, что 

D (E:j)=(Bi—Bi) His + У арЕь-— У ακιξα), 
ki Rj 
где (Bi), <i<n— Некоторое семейство элементов кольца A, (Ajj) — 
некоторое семейство элементов кольца A, определенное при à = у 
(продифференцировать таблицу умножения элементов Ё;;). Вывести. 
отсюда, что любое дифференцирование D алгебры Е является вну- 
тренним дифференяцированием (n° 3). 

11) Пусть Е—алгебра, а— двусторонний идеал в алгебре Е, 

9) — дифференцирование алгебры Æ, для которого (а) Са. Дока- 
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зать, что отображение Е/а в себя, полученное из 9) переходом 
к факторам, является дифференцированием алгебры Е/а. 

12) Пусть алгебра Е является произведением конечного числа 
алгебр Z; над кольцом А (1 < in), для которых Е;.Е; =Е; (в част- 
ности, это всегда выполнено, если Е обладает единичным элемен- 
том). Доказать, что для произвольного дифференцирования D 
алгебры Е его ограничение 9; на Е; является дифференцированием 
алгебры Е;. Множество (Е) дифференцирований алгебры £, pac- 
сматриваемое как А-модуль, является прямой суммой А-модулей 
D(E;). Так же верно, если алгебра Е коммутативна, а D(E) 
рассматривается как Е-модуль. Кроме того, каждый из модулей 
D(E;) аннулируется всеми Ej cj Hi . 

13) Пусть ΕΙ, E>— две алгебры над A, D, — дифференцирование 
алгебры Κι, а 9›— дифференцирование алгебры Κο. Доказать, что 
существует дифференцирование D тензорного произведения Е= 
— А. 69 Eo, для которого D (x © у) =(212) 69 y + 6 (Day) при любых 
xzeE, и УЕЕ.. 

*14) Пусть Е —коммутативная алгебра с единицей над коль- 
yom А. Обозначим символом 5, (Е) р-ю внешнюю степень (гл. Ш, 
$ 5, n° 5) Е-модуля D(E) дифференцирований модуля E. Каждая 
линейная форма © на 2 (Е), которую можно отождествить со знако- 
переменной полилинейной формой на (D(E))P (loc. cit.), называется 
внешней дифференциальной формой степени р на алгебре Е. Обоз- 
начим символом D> (Е) модуль, образованный этими формами. 

а) Доказать, что для любой внешней дифференциальной формы 
Q € 2} (Е) отображение 


p+1 
(Dis ..., Ор) > У (—0H1D;((Q, Л... A DA Din... A 
ti: 


À Ор) >) (— DH (Q, [Di Dj] À DiA ... A Di 1 A 


i<j é 
À Dist Л -.. ADj À Din A Drs) 


является знакопеременной полилинейной формой на (9) (Е))?+1, или, 


что то же, линейной формой на ἕῃῃι (Е), которую обозначают CHM- 
волом dQ (внешний дифференциал от 2). 


6) Доказать, что d (40) =0 для любой внешней дифференциальной 
формы Q€ DF (Е) (использовать упражнение 8). 


в) Предположим, что (Е) имеет конечный базис (Di)t<i<n’ 
пусть (0;),:<„-— двойственный базис модуля D*(E). Для любой 
конечной части Н из р элементов интервала [1, п] внешние диф- 
ференциальные формы степени р вида OY --ῶ; Ao,A:» A Oi» (где 
(к) <„<р-— строго возрастающая последовательность элементов из Н) 
образуют базис модуля «25 (Е) (гл. III, $ 8). Доказать, что для. двух 
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дифференциальных форм ©, ©’ степеней р и 4 соответственно выпол- 
нено равенство 


d(Q À 9’) = (dQ) Л Q'=+-(—1)P Q A (AR). 


г) Предположим, что Е— алгебра многочленов A[X,, ..., Anl 
причем в кольце А уравнение р! E—" имеет некоторое решение & Е A 
для любого n € À. Доказать, что внешняя дифференциальная форма Q 
степени р имеет вид 4® в том случае, если 4@ =0 (провести индук- 
цию по числу переменных). 


$ 5. Формальные ряды - 
1. Определение формальных рядов 


Пусть J — конечное множество индексов. Аддитивный моноид 
М№ удовлетворяет условию (D) главы Il, § 7, n° 10, τ. ο. для 
каждого элемента (п;) моноида N! существует только конечное 


число пар ((р;), (q:)) элементов из N’ таких, что (p;)+(q;)— (mi). 
Действительно, это равенство означает, что D; + 4; = п; для любого 
i€ J, но для каждого LE] существует только п; + Ί пара натураль- 
ных чисел (Pi, qi), удовлетворяющих этому условию. Отсюда 
следует утверждение, так как множество / конечно. 

Тем самым, мы можем рассматривать расширенную алгебру 


(гл. II, 8 7, n° 10) моноида N° относительно коммутативного 
кольца А с единицей. Эта алгебра коммутативна и содержит 
в качестве подалгебры (с той же единицей) алгебру многочленов 
(с коэффициентами из A) от переменных x; (LE Г), которая является 


e La 4 I 
узкой алгеброй моноида N Ha] кольцом A. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Для произвольного конечного множества индек- 


сов J расширенная алгебра моноида N’ над кольцом A (коммута- 
тивным и обладающим единицей) называется алгеброй формаль- 
ποια степенных рядов от переменных Х; (Е Г) с коэффициентами 
в А и обозначается А[ХИ|ег. Всякий элемент этой алгебры 
называется формальным рядом от переменных Х; (Е Г) с коэф- 
фициентами из A. — 

Если 7 — конечная часть множества N, пишут A[[Xi,, ..., Хы] 
вместо A[[Xillier, где (ix)1<r£p — последовательность элементов 
из /, расположенных в порядке возрастания. 
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Как принято для расширенных алгебр моноидов (гл. Il, $ 7, 
n° 10), формальный ряд (An) evr обозначается символом 
i | 


тп. 
2 ong LE X74 (подразумевается, что речь идет не о сумме MHOTO- 
i 

членов в смысле главы Г). Элементы On, ji ΧΤῚ называются une- 
нами формального ряда, ἄγη) — их rer Многочлен 


от X;(1E 1) отождествляется с формальным рядом, имеющим 
только конечное число отличных от нуля коэффициентов. 

Если Ги Г’ — два конечных множества из р элементов, ф—. 
взаимно однозначное отображение J Ha Ι΄, то линейное отображе- 
ние алгебры AllX;llier в A[[X;llierr, Которое каждому элементу 


DIT PER Ib: первой из этих алгебр ставит в соответствие эле- 
i) : т 


мент У Cn,) П ER второй алгебры, является изоморфизмом пер- 
4 


вой алгебры на вторую. В частности, алгебры формальных рядов, 
соответствующие всевозможным множествам индексов из р эле- 
ментов, изоморфны; их называют алгебрами формальных рядов 
от р переменных с коэффициентами из А. 


По определению главы II, $ 7, n° 10 произведение двух фор- 
мальных рядов алгебры А [[Х\1, Xo, ..., Хр] 


и У бен. igh tee va 
AD Bima ο "κ Os ae Mis 
есть формальный ряд 
ея > Ynına.. np Xi 44" ... Хр?, 
где 
У п1т2...пр= 2 Onihs.. .hpPhıhz. ..kp 


и суммирование производится по таким парам ((h;), (k;)), для KOTO- 

рых й; РА; =п; при 1<&<р. 
Пусть /У— непустая часть множества J. Алгебру А ПХ ел 
можно отождествить с подалгеброй алгебры Al[X;]lier, состоящей 


из формальных рядов 2: On, Ц Хр, где On y=O0 для каждого 
i 


элемента (п)ЕМ такого, что п; == 0 по крайней мере для одного 
индекса С СУ. Далее, пусть В — эта ты а К — (непустое) 
5 H. р 
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дополнение к J в Г. Определим изоморфизм кольца А [ХИ\ег, 
рассматриваемого как алгебра над В с алгеброй B[[X;lliex ᾧορ- 
мальных рядов от переменных X; с индексами (ЕК и коэф- 
фициентами из В следующим образом: формальному ряду 


= np LL X поставим в соответствие формальный ряд >) Bom,) X 


x || Хть, где 
REK 
Bim) = 2 Yo) IX} 


и \(p,)=%(n,)1 причем последовательность (n;) определится усло- 
виями п; = р; при iEJ, nm; при ЕК. Наконец, пусть ф— 
некоторое представление кольца А в кольце В. Определим пред- 
ставление φ кольца A[[Xillier в кольце B[[X;llier, которое про- 
должает @, ставя в соответствие каждому формальному ряду 
D'Un) [| Х": формальный ряд plan) [1 XF. Говорят, что этот 
последний ряд получается применением ф к коэффициентам фор- 
мального ряда >) oun, {1.Χ11. 

В частности, пусть А’— подкольцо кольца A, обладающее 
той же единицей. Тогда тождественное отображение A’ B A про- 
должается до тождественного отображения подкольца A’ [[Χ1]]1ε1 
в кольцо A[[X;llier. Ограничивая кольцо операторов алгебры 
A[[Xillicr кольцом А’, эту алгебру можно рассматривать как 
алгебру над А’. Кольцо A’[[X;llier тогда является подалгеб рой 
алгебры А [[Xillier. 


+ AT орядок формального ряда 


Пусть дан формальный ряд и = >) Gong X". Назовем членами 


полной степени р ряда и те члены oun, ||Χ11, для которых 


У и; =р. Сумма членов полной степени р ряда и является одно- 
{ET | 

родным многочленом Up степени р, который еще называют одно- 
родной частью степени р формального ряда и (U, называют 


также свободным членом формального ряда и). Пусть и и v— два 
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формальных ряда, шё = UV; ее 


Wp -Σ TUE 


для всех целых чисел D > 0. 

Полным порядком (или просто порядком) произвольного фор- 
мального ряда и ΞΕ 0 называется наименьшее из чисел р такое, 
что однородная часть степени р формального ряда и не равна 


нулю. Пусть ®(и)— этот порядок. Для любой пары ненулевых 
фоумальных рядов и и Ὁ имеем 


@ (и 5) > Миа (© (и), ω(ν)) при u+v- 0, (4) 

© (uv) ο (u) + © (v) при uv #0. (2) 

Кроме того, если o(u)Zo(vV), το u+v-0 ив (1) имеет. 
место равенство. 


Понятие порядка, в частности, применимо к многочленам от пере- 
менных A; (16 1); его не следует смешивать со степенью MHOTO- 
члена ($ 1, n° 3). Порядок нуля не определен. Допуская вольность 
речи, иногда удобно говорить, что «формальный ряд } имеет поря- 
док > P (соответственно р)», если однородная часть степени п 
формального ряда ] равна нулю для всех n< p (соответственно 
п < р). Таким образом, О оказывается «формальным рядом порядка 
> р» для любого р>0 (см. $ 1, n° 2). 

Мы видели, что для непустой части J множества J, отличной 
от J, формальный ряд и из кольца A[[X;lliex можно рассматри- 
вать как формальный ряд от переменных X;, (ЕЛ, с коэффициен- 
тами в кольце B= А [[X;lliex (где К = CJ). Таким образом, введен- 
ным выше определениям соответствуют новые определения для 


формальных рядов UE A [[ХИ|ег. Член np ИХ имеет степень р 


относительно переменных Χὶ, гу, если у = D, Cymma чле- 
ЕЛ 
нов формального ряда и степени р относительно X;,1CJ, является 


однородным многочленом степени р относительно этих перемен- 
ных, называемым однородной частью степени р относительно 
X;, iEJ, ряда и (или при р=о0 свободным членом относительно 
переменных X;, (ЕЛ). Порядок @;(u) формального ряда и отно- 
сительно переменных X;, 1€ J, есть наименьшее из чисел p>(, 
для которых однородная часть степени р ряда и относительно 


этих переменных не равна нулю. Неравенства (1) и (2) coxpa- 
няются при замене Ὁ на Or. 


45 
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3. Формальные ряды над областью целостности 


ТЕОРЕМА 1. Пусть А — область целостности (обладающая 
единицей). Тогда всякое кольцо формальных рядов Al[X;]lier над 
кольцом А является областью целостности. 

Действительно, пусть и и 2 — формальные ряды, отличные 
от нуля; тогда однородная часть ] (соответственно 5) ряда u 
(соответственно v) степени ὦ (и) (соответственно @ (v)) представляет 
собой ненулевой многочлен. Однородной частью степени ὦ (u) +. 
+œ@(v) формального ряда uv будет многочлен fg, который 
не равен нулю ($ 1, теорема 1). Следовательно, uv = 0. 

Следствие. Лусть А — область целостности, и и и—0ва 
ненулевых формальных ряда из кольца AT[[X;llier, тогда 

© (uv) — © (и) о (5). | (3) 
Отсюда немедленно следует подобное же равенство для любой 


непустой части J множества J: 
ву (uv) = в; (и) + @7 (5). (4) 


4. Бесконечные суммы формальных рядов 


Пусть А— коммутативное кольцо с единицей, Г, — некоторое 
множество индексов, (Uy)acL — семейство формальных рядов кольца 
A[[Xillier. Предположим, что порядок œ@(u;) стремится к + © 
по фильтру дополнений в конечным частям множества L, то есть 
(Общ. топол. гл. IV, $ 4) для любого целого числа т существует 
такая конечная часть / множества Г, что при всех À 4 J либо 
и, =0, либо ®(и,) > т. В этих условиях для каждого (п)ЕМ' 
существует только конечное число индексов À, для которых коэф- 


фициенты при [| x? в и) не равны нулю, так как это возможно 
i 


\ 


лишь в случае o (из) < >} n;. Таким образом, можно определить 
i 
формальный ряд $, коэффициент при ΠΧΤ в котором для любого 
i 


(n;) равен сумме коэффициентов при [[ x? в формальных рядах Uy, 
i 


(это — сумма конечного числа ненулевых членов). Говорят, что 
семейство (U,) суммируемо и что формальный ряд 5 является 


суммой этого семейства, и пишут $ = = их. В случае, когда 
ЛЕТ, 
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[, — некоторая часть множества N, пишут также $= Up, + Un +... 
... + Un +..., Где (Ё»)— последовательность элементов множе- 
ства L, расположенная в порядке возрастания. Из определения 
следует, что при $ = 0 


ὦ (У ил) > Min o (uy). (5) 
ЛЕТ, ЛЕГ, 


Это определение оправдывает запись формального ряда в виде 
>, on, L[ XP. Действительно, этот ряд, в силу сказанного, 
(пр i 


.» “2 τι. 
является суммой счетного семейства многочленов Un, II X,i (здесь 
i 


множество индексов L совпадает с N’). Подобным же образом 
семейство Un (NE N), где и, — однородная часть степени п фор- 
мального ряда и, суммируемо и U—Uo+ui+...+un +... 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Шусть Г, — некоторое множество индексов, 
(un)aen — суммируемое семейство формальных рядов кольца 
А [ХИ ег. Для любого разбиения (Γμ)μεμ множества L каждое 
из подсемейств (υλ)λετμ суммируемо. Если 5, — сумма этого cemeü- 
ства, то семейство формальных рядов (δμ)μεμ суммируемо 
и имеет ту же сумму, что и семейство (Ur)rer.. 

Первая часть предложения является непосредственным след- 
ствием определения суммируемого семейства. Далее, для каждого 
(п;)Е №! пусть Н — конечная часть множества L, состоящая 


из тех А, для которых коэффициент при [| x? BU, He paBeH 
i 


нулю, и пусть /— конечная часть множества М, состоящая 
из таких индексов U, что Ly содержит по крайней мере один 


элемент из Н. Очевидно, что коэффициент при || x? в S, равен 
; | 
нулю для uéJ, а коэффициент при || X;i8 >) ил TOT же, что 
i ЛЕТ, 


в >) Sy, откуда и следует предложение. 
μεζ : 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть (ὠλ)λει, U (ύμ)μεμ--- два суммируемых 


семейства формальных рядов кольца A[[X;llier. Тогда семейство _ 
(ὐλύμ)ο., wELXM суммируемо и 


uit = (Zu) (3 ον) © 


(A, WJELXM LE HEM . 
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Действительно, для любого целого числа т существует конеч- 
ная часть Н множества Г, и конечная часть / множества М 
такие, что для любого Ad H и любого ud J справедливы Hepa- 
венства © (ил) > т и ω(υμ) > т. Из неравенства (2) следует, что 
O(uivy)> т для каждого (, в НХ... ire предложе- 
ние 1, получим 


jee = à und) = 
-Σ ил ( 2 ead Oa urn) (У vu). 


ЛЕГ, μεΜ AEL NEM 


5. Подстановка формальных рядов 
в формальный ряд 


Определения $ 2 n° 1, в частности, позволяют определить выра- 


жение Eu Ua, ..., Up), THE f—Mmnoeounen кольца Α[Χι,..., Χρ], 
a и;(1<1<р)— формальные ряды, принадлежащие кольцу 
А ЦУ,, у. ey УП. 7 (u, Us, ..., Up) — снова формальный ряд, 


принадлежащий тому же кольцу. Мы увидим, что это опре- 
деление можно распространить на случай, когда f — Формальный 
ряд, принадлежащий кольцу А [[Хи, Xo, ..., Χρ]], наложив неко- 
торые ограничения на формальные ряды U;. 


Итак, пусть f= ~ ‚бр [ Χρι-- формальный ряд от р перемен- 


ных X; (1<i< р). Re что р рядов u;(1<i< p) имеют 
строго положительный по рядок (или, как еще говорят, не содержит 
свободных членов). По формуле (2) порядок ряда ии? ... up? 
не менее чем п, + Πο... + Ny. Следовательно, семейство 
(Onına...npUN.. U5? in, Jen! суммируемо. По определению его сумма 
обозначается символом [(и1, Us, ..., Up). Говорят, что этот фор- 
мальный ряд получается подстановкой в ряд | рядов и; от пере- 
менных X; (L<i<p). 

Заметим, что это определение позволяет, в частности, пользо- 


ваться записью f—f(X1, Χ»,..., Xp). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Нусть и; A <i<p)—p формальных рядов 
без свободных членов, принадлежащих кольцу А ПУ, Yo, ..., Yall- 
Отображение f—->f (U4, Us, ..., ир) алгебры АПХи, Xo, ..., Xp] 


в алгебру AllYı, Yo, ..., У является представлением. 
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Все сводится к доказательству того, что если f u г— два фор- 
мальных ряда от переменных X; и h=fg, то 


he Wy) и. «τν Wp) = is do à, Up)glUn Ua, ve, Mo). 


Это вытекает из предложений 1 и 2 и определения проиеведения 
двух формальных рядов. 


6. Обратимые формальные ряды 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Для того чтобы формальный ряд и кольца 
A [[X,, Xo, ..., Х»| был обратим в этом кольце, необходимо 
и достаточно, чтобы его свободный член был обратим в коль- 
неа. 

Условие необходимо, так как если г — формальный ряд коль- 
ца Α[[Χ,, Χ,,..., Х | и иг =1, то для свободных членов αρ 
и Во рядов и и и выполняется соотношение В, — 1. Обратно, 
пусть и — формальный ряд с обратимым свободным членом, тогда 
и = щи — в = 90 (1—9; 10), где р— ряд без свободного члена. Учи- 
тывая предложение 3, получаем предложение 4 как следствие 
следующего результата, проверка которого проводится непо- 
средственно. 

Ilpequomenue 5. В кольце A[[T]] формальных рядов om одно- 
го переменного многочлен 1—T обратим u 


(1—7) = Σ 2. (7) 
n=0 
`В обозначениях предложения 4 элемент, тр WER ки, сов- 
падает, тем самым, с формальным рядом La, "Рот. 
В частности, из предложения 4 вытекает, что многочлен и 


кольца Α[Χι, Xo, ..., Χρ], имеющий обратимый в А свободный 
член, обратим в кольце степенных рядов А[[Хи, Xo, ..., Χρ]]. 
Пусть К — поле. В поле K(X,, Х., ..., Xp) рациональных 


дробей от р переменных над К рассмотрим множество рацио- 
» U / u 
нальных дробей --, У которых и-— произвольный многочлен, 


а г— многочлен с ненулевым свободным членом. Ясно, что ‘это 
множество является подкольцом (но не подполем) поля 


: é 
К (X41, Χο, ..., Xp) и что отображение > UD 1 определяет 
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изоморфизм этого кольца в кольцо формальных рядов К [[X1, Xo, 
.., Xpll. Формальный ряд uv! называют разложением рацио- 


u u a 
нальной дроби и чаще всего отождествляют с этой дробью. 


7. Поле дробеи кольца формальных рядов 
от одной переменной над полем 


Пусть К р— поле; обозначим символом K((X,, Х., ..., Xp)) 
поле дробей области целостности K [[X,, Xo, ..., X,]]. Мы yBu- 
дим, что элементы поля дробей К ((Х)) кольца формальных рядов 
от одной переменной над К могут быть представлены в особен- 
но простой форме. Всякий формальный ряд и == 0 порядка À в 
кольце К [[X]] однозначно записывается в виде и = Х^у, где v— 
формальный ряд порядка 0, и, следовательно (предложение 4), 
обратимый в кольце К [[Х]]. Пусть Х— элемент поля К ((X)), 
обратный к элементу X = 0. Положим, как обычно, X "= (Х-!)* = 
— (Х”)-1 для всех натуральных h > 0. 

Мы покажем, что всякий ненулевой элемент поля дробей 
К ((X)) может быть записан единственным образом в виде Х*, 
где и — формальный ряд порядка 0, а К — целое число (положи- 
тельное или отрицательное). Действительно, частное (Х"и)/(Х"ь) 
двух формальных рядов кольца К [[Х]] (5120, п> 0, и, о—ряды 
порядка 0) записывается в виде X"-"uv l, С другой стороны, 
если X'w,=X*w., где wı и Wa имеют нулевой порядок, TO г=$, 
так как, если, например, г>>$, то ХГ$ = ww; !, и правая часть 
равенства имеет порядок 0, что невозможно. Произвольный эле- 
мент и кольца К ((Х)), представимый в виде и = X"w =X" (ao +- 
-а.Х-+...), %=20, записывают также в виде u—apX" + 
ta,X*414 ...ta,X*t"+... Элементы кольца К ((Х)) называют 
обобщенными формальными рядами относительно Х или просто 
формальными рядами, если это не может привести к недоразу- 
мению (в этом случае элементы кольца К [[X]] называют формаль- 
ными рядами с положительными степенями). Целое число Ё 
(которое, если оно неотрицательно, является порядком ряда и) 
тоже называется порядком обобщенного формального ряда и. 
Непосредственно проверяется, что отношения (1) и (3) остаются 
верными для обобщенных формальных рядов. В частности, если 
и == 0, το w(u 1) = —© (и). 
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Кольцо K[X] многочленов от X является подкольцом кольца 
и 
К [[X]]. Поэтому всякая рациональная дробь a (u u v — много- 


члены, #520) может быть отождествлена с (обобщенным) фор- 
мальным рядом uv! поля К ((Х)), который называется ее раз- 
ложением. Таким образом, поле K(X) рациональных дробей от 
одной переменной отождествляется с подполем поля К ((Х)). 
Эти результаты не распространяются на поля дробей формаль- 
ных рядов более одной переменной: не для всякого формального 
ряда и кольца К [[Х1, Χο, ..., Хр|| существует формальный ряд 
РЕК [Х1, Xe, ..., Хр] и целое число т такие, что 


(X1X2 ... Xp) "uv=1 
(см. упражнение 7). 


8. Дифференцирования в алгебре 
формальных рядов 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть А—коммутативное кольцо с едини- 
цей, В— его подкольцо, обладающее той же единицей, что и А. 
Всякое дифференцирование D кольца многочленов AlXı, Χρ, ... 

., Χρ] (рассматриваемого как алгебра над В) со значениями 
в кольце формальных рядов 4|[Χι, Xo, ..., Хр] однозначно про- 


donmcaemca 00 дифференцирования D кольца Α|[Χ,, Xo, ..., Хр] 
(рассматриваемого Kak алгебра над ВБ). 
Действительно, для левого (n;)E №! можно написать равенство 


р 
DIX) = У ых"... ХИ ОХ, КОХ, 


из которого непосредственно вытекает следующая лемма. 
ΠΈΜΜΑ. Для любого многочлена UE А [Хи, Χα, ..., Χρ] имеет 
место неравенство ® (Ри) > ® (и) —1, если Du 0. 


со 


Пусть теперь и = >) и„— формальный ряд кольца Af[[X:, 
n=0 


Xo, ..., Xpll, где и, — однородные части степени п ряда и. 
Если Du, 0, то по лемме ὦ (Du„) >n—1. Следовательно, семей- 


ство (Dun)nen суммируемо. Покажем, что отображение D, опре- 


деленное формулой D, = > Du», представляет собой дифферен- 
n=0 


цирование кольца A[[X1, Xe, ..., Xpl], которое продолжает D. 


74 МНОГОЧЛЕНЫ И РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ ΓΠ.Υ I, $4 


Достаточно доказать, что D (uv) = Du-v +u-Dv для любых двух 
формальных рядов ииь, а это непосредственно вытекает из 
предложения 2 и выражения однородной части степени n ряда 
uv через однородные части степеней < п рядов и и 5. 


Остается доказать, что 2 —единственное дифференцирование 


кольца Α[[Χι, Х., ..., Χρ]], которое продолжает О. Для этого 
достаточно установить, что дифференцирование Dy алгебры 
АХ, Xo, ..., Χρ]], отображающее в нуль любой многочлен, 


тождественно равно нулю. Итак, пусть и — произвольный фор- 

‚мальный ряд, Wr — многочлен, являющийся суммой однородных 

частей ряда и степени <r. Формальный ряд и— W, можно запи- 
nı rn 

сать в виде REDE ... Ар’, THe (πι) пробегает конечное 

подмножество множества IN], состоящее из элементов, для кото- 


р . 
рых 2 п; = Г, а Unıns...np— формальные ряды. [lo лемме Do(u—w,) 
ı= 


равно нулю или имеет порядок, не меньший г—1. С другой 
стороны, по предположению, Дь (и) = Ру (и — 1). Если Dou < 0, 
то порядок ряда Dou должен быть не меньше г—1 для любого 
целого числа г, что невозможно. 

В частности, каждое частное дифференцирование D; (1 <i< p) 
кольца A[X,, Х., ..., Χρ] продолжается до дифференцирования 
кольца Α[[Χι, Xe, ..., Xp]], которое мы будем обозначать одним 


д 2 
из символов D; или ——. Таким образом, 
а 


т. n | n ni—i: .- n 
D; D Onno: À Rp Pd: eee Xp?) = Утшанть. mat? eee Xj x eee Е 


Из предложения 6 этого параграфа и предложения 8 $ 4 сле- 
дует, что D,D;,=D,D, для любых [и j. 

ПрЕдложЕНИЕ 7. Частные дифференцирования D; (1<i< p) 
образуют базис Е-модуля D(E) дифференцирований кольца Е, 
рассматриваемого как алгебра над кольцом А. 

Действительно, пусть Д— произвольное дифференцирование 
алгебры Е D(X;)=u; (uw CE). Тогда D— Хи); —тоже диффе- 
ренцирование кольца Ё, которое, по предположению, равно нулю 
для элементов кольца A и всех Х;. Следовательно ($ 4, предло- 
жение 7), оно равно нулю для всех многочленов и, наконец 
(предложение 6), для всех элементов кольца Æ. 
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Из этого предложения следует, что р дифференциалов dX; 
(1<i<p) образуют базис (дуальный к базису (D;)) модуля 9 (Е) 
дифференциальных форм на Е ($ 4, n° 5). Таким образом, пол- 
ный дифференциал произвольного формального ряда и задается 
формулой 


р 
ди 


ЭХ; 


р | 
du = > Du ах; = dX;. (8) 


Формальный ряд u(X,+Y,, Xo+ Yo, ..., Xp+Yp), являю- 


щийся вполне определенным элементом кольца A[[X,... Xp, 

Y,... Yh]] (n° 5), можно также рассматривать как элемент коль- 
O 

ца формальных рядов Е ПУ. Yo, ..., Ур] (n° 1). Легко прове- 


р 
ряется, что многочлен >) D;uY,;, является однородной частью 
i=1 


первой степени относительно У; ряда u(Xyı + Yu ..., Xpt+Yp>) 
или, что сводится к тому же, ряда | 
Au=u(Xi+ У, ..., XptYp)—Uu(X1, nn Χο) 


Ввиду этого результата и формулы (8) многочлен ZD;uY; 
относительно У; часто обозначается символом 


du (X:, e009 Az, oP PES χα 


ПреЕдложЕНИЕ 8. Лусть |— формальный ряд кольца Α|[Χ), 
Х., ..., Xpll, и (1 << р)—р формальных рядов без свободных 
членов кольца A[[Z1, Zo, ..., Zoll. Положим в = f (uj, и, ..., Up); 
тогда | 


р 
dh = >) Dif (αι, Ug, ..., Up) du;. (9) 
i=1 


Действительно, положим Au;=u; (2,17), ..., Zo+To)— 
--μι(Ζι, ..., Zg); тогда однородная часть первой степени фор- 
мального ряда (относительно 7;) Ah = f (и. + Au, ..., u, + Аи») — 
— f(u, ..., Up) совпадает с однородной частью первой степени 
ряда df(ui ... up; Aus, ..., Аир), так как ряды Au; не имеют 
свободных членов. Отсюда тотчас следует предложение. 

ПредложЕНИЕ 9. Лусть ир— формальный ряд кольца 
ART EE X,]]. Положим 


u(X,+Y4,, ‘ieee Xp+Yr)=— 
D inane cing CAES cer RS) VAT ES ae Bee 
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тогда 


ζω.) Car) or) Be An 


=. Innen: по (Au ..-: Хр) (10) 


(«формула Тейлора»). 
Действительно, из определений непосредственно следует, что 
свободный член формального ряда относительно У; 


ar)" Gr)" aap ere, ХЬНУЬ (0) 


есть nılng! ... Ιπρίβηιη»...ερ(Χι, Хо, ..., Xp). Из предложения 8 
вытекает, что ряд (11) получается ‘подстановкой X;+Y; вместо 
X; (1<1<п) в формальный ряд 


> OX, μις OX» ye ος en HA ©. Maw. CPR Ав): 


Предложение доказано. 


9. Разрешимость уравнений в кольце 
формальных рядов 


ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΠΕ 10. Пусть ο Е У, Ср ИВР. 
(1<:<9) — q Bere рядов без свободных членов кольца 
АЦУ,, Yo, ..., Yq, Хь Xo, ..., Χρ]]. Если свободный член от- 


07: 
ΟὟ; ) 06 ратим 


носительно всех У; формального ряда, A = det € 


в кольце Α|[Χι, Χο, ..., Xpl], то в этом кольце существует 
единственная система 4 формальных рядов без свободных членов 
и: (Х1, ..., Хр) такая, что 

fi (αι, Uo, ee eg Ug, X, Χο, eeeg An) = 0 


для L<i<g. 
Действительно, пусть 


fi io + Σ figs¥ 5 + δ Ti; т. ... γα (1<i<g), (12) 
I= 

где во второй сумме все члены имеют степень больше единицы. 

относительно У); fio, fig M [па...па-— элементы кольца E = Α[[Χι, 

Xo, ..., Χρ]], причем [ο не имеют свободных членов. По пред- 
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положению, матрица F = (fiz) обратима se ΠΠ, § 6, теорема 2); 


пусть G=(g;;)— ee обратная. Пусть g= À £Lijlj; тогда 


= —ho+ Yi > hi πι.. пу... Yo? (1<i<g), 
(73) | 


где io M hi: п1...по- элементы кольца Ё, и hig HE содержат сво- 


ng 

бодных членов. Так как | = Σ fijgy, достаточно доказать пред- 
ont 

ложение для рядов g;. Предположим, что задача решена, тогда 


Uj = hig 2 hi; nı.. пай" eg (EG (13) 
7 


Пусть Ujm — однородная часть степени т ряда и; и Vim = >, Uip-— 
k=1 


сумма тех членов ряда и;, полная степень которых не превосхо- 


дит т. В формальном ряду fi. иран «αρα, PHE D n; > 2, 
j=1 


однородная часть степени т Ta же, что в ряду hi: n1.. nd A 

Vo lm—i TAK как U;— ряды без свободного члена. Из papen- 
ства (13) вытекает, что и„=ра совпадает с однородной частью 
первой степени ряда hig и что для любого т >1 Um определя- 
ется рекуррентно, как однородная часть степени т ряда 


т п 
Rio + > hj. ass .nqV1, m—1 ++» Oy it: 


Этим одновременно доказывается существование и единственность 
рядов и;, так как ясно, что если ряды Um определяются рекур- 
рентно указанным выше способом, то ряды и; = Zum удовлетво- 
ряют системе (19). 


10. Топологические интерпретации 


Большую часть результатов этого параграфа удобно форму- 
лировать в топологических терминах, которые подсказывают воз- 
можность дальнейших обобщений. Рассмотрим кольцо формаль- 
ных рядов Ё = А [[Х., Χο, ..., X,]] и для каждого числа п> 0 
символом а», обозначим множество рядов иЕЁ порядка, не мень- 
шего и. Неравенства (1) и (2) показывают, что 4, — идеал кольца 
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E. Так как Саш при m<n, эти идеалы образуют базис неко- 
торого фильтра, и их пересечение равно нулю. Следовательно, 
они образуют фундаментальную систему окрестностей нуля 
в некоторой топологии кольца Ё, которая согласована со струк- 
турой аддитивной группы Æ (Общ. топол., гл. Ш, $ 1, n° 2), 
а также, что легко проверяется, со структурой кольца Е (акси- 
омы (AV,) и (AV,,) из Общ. τοποπ., гл. Ш, $ 5, n° 1 проверяются 
тривиально). Так как нуль допускает счетную фундаментальную 
систему окрестностей, определенное таким образом топологичес- 
кое кольцо Ё метризуемо (Общ. τοποπ., гл. ΙΧ, $ 3, предложе- 
ние 1). Кроме того, оно полное, так как для всякой последова- 
тельности Коши (u,) в кольце Ё и для любого числа 4 сущест- 
вует такое число Πρ (4), что при MLN UNS по ряд Um — Un имеет 
порядок, больший 4. Иначе говоря, члены, степень которых не 
превосходит 4, одни и те же во всех формальных рядах Un при 
п > по(4). Пусть и-— формальный ряд, у которого однородная 
часть степени 4 совпадает с однородной частью степени g всех 
рядов un с п> по(4) (для всех q > 0). Очевидно, и является пре- 
делом последовательности (Un). - 

Кольцо многочленов A[X,, Xo, ..., Xp] всюду плотно в коль- 
це Ё, которое, следовательно, можно рассматривать как замыка- 
ние этого кольца многочленов. Понятие суммируемого семейства, 
определенное в кольце Ев n° 4, совпадает в топологическом 
кольце Ё с понятием суммируемого семейства, определенного 
в произвольной абелевой топологической группе (Общ. топол., 
гл. Ш, $ 4), а предложение 1 является частным случаем acco- 
циативности суммы (Общ. топол., гл. ПТ, ἃ 4, теорема 2). Лемма, 
следующая за предложением 6, показывает, что всякое диффе- 
ренцирование кольца А [Х,,Х., ..., Xp] CO значениями в кольце 
Е равномерно непрерывно. Это позволяет передоказать предло- 
жение 6 топологически (см. Общ. топол., гл. II, $ 3, теорема 1). 


Упражнения. 1) Пусть 1 — произвольное множество индек- 


сов. Доказать, что аддитивный моноид № (1) ($1, n° 1) удовлетворяет 
условию (D) главы II, $ 7, n° 10. Расширенная алгебра этого MOHO- 
ида над коммутативным кольцом A, обладающим единицей, обозна- 
чается символом A[[X;]];-7 и называется также алгеброй формаль- 


ных рядов с коэффициентами в А относительно переменных À;. 
Порядок ненулевого формального ряда определяется как наимень- 


10 


ФОРМАЛЬНЫЕ РЯДЫ Ἢ ee be 


шая из полных степеней его ненулевых членов. Доказать, что если 
А — область целостности, то A [[X]],¢7— тоже область целостности, 


и выполняется соотношение (3). 
| | 
2) Пусть К — поле, = —- — рациональная дробь, принадлежа- 


щая полю Κ(Χι, X2, ..., Хр), и v(0, 0, ..., 0) Æ 0. Доказать, что 
систему рядов (0, 0, ..., 0) можно подставить в любую производ- 


ni n : rny nN 
ную Di" ... D,Pf и что если 2a, . ni ... XÀ,P—paszoxkenune f 
в формальный ряд, TO 


п 
01105? se DPF (9; 0, «..9 0)=n,! no! tt np! Anino...n, 


(«формула Тейлора»). Вывести отсюда разложение в формальный 


ряд рациональной дроби 1/(1— Х)?. 


O9 
*3) Пусть u(X)= У а„Х"— формальный ряд над полем К. 
=0 
a) Для того чтобы и был рациональной дробью в кольце К (X), 
необходимо и достаточно, чтобы существовала конечная последова- 
тельность (A)ısi<gq элементов поля КА, не все из которых равны 


нулю, и такое число d > 0, что для всех 2 > а 


λιαῃ + Anti... +AgOnrg-1—0. 
6) Пусть 


On On+1 ... Чл 
He) — 0+1 Ωῃῃ2 ... Antk 
= 
On+2  On+3 »-. An+k+t 
| On+k—1 An+k -.. On+2k—2 


(«определитель Ханкеля»). Доказать, что если НТ) =0 и HY), HD 


для всех 7 >0, то u (Х) —рациональная дробь (использовать а)). 
в) Доказать тождество 


Е Е k+1 k—1 R 
OHM» Неон — 3 


(см. гл. III, $ 8, упражнение 11). Вывести отсюда, что если 
HoT =0 при O<j<r—i, το определители Wy, 1<j<r, либо 
все равны нулю, либо все He равны нулю. 


г) Вывести из 6) и в) следующее утверждение. Для того чтобы 
ряд и(Х) был рациональной дробью, необходимо и достаточно, 


чтобы существовали два целых числа 4 и 4 такие, что Но 


для всех j > 0. 
A) Пусть αι, dg, ..., ар—Целые числа, большие нуля, Un — число 
конечных последовательностей (Ki)ısi<p неотрицательных целых 
~— 
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чисел, удовлетворяющих уравнению 


a7 а2х2--... Нархр=п. 


OO 
Доказать, что формальный ряд Ура" (над полем 0) являет- 
n=0 


ся разложением рациональной дроби 
А ое 
(4— 92) (1—4)... (1—Х“Р) ' 
Ὁ) Пусть Е —конечное множество положительных чисел, Ви — 
число конечных последовательностей (X;), состоящих из < п членов 


множества F и удовлетворяющих условию > x;=n. Доказать, что 
i 


со 
формальный ряд У Pn X” над О является разложением рацио- 
нальной дроби 
А tas 
Re PNR ae 


где (α1}|--1--ρ-- Последовательность элементов из F, расположенных 


в порядке возрастания. | 

6) Пусть А — поле. Доказать, что в кольце формальных рядов 
К Ха, Xe, ..., Хр] существует только один максимальный идеал 
и он совпадает с множеством всех необратимых элементов. Дока- 
зать, что в кольце многочленов К [Х4, Xo, ..., Xp], напротив, 
существует несколько различных максимальных идеалов. 

7) Пусть Ар— поле. Доказать, что не существует формального 
ряда и(Х, У) ЕК [Х, УТ, для которого (ХУ)-Т (Х-НУ) и (X, У)=1, 
т— любое положительное целое число. 

8) Пуеть K— поле, А — целое число, не кратное характеристике 
поля К. Доказать, что для любого формального ряда u € K[[X]], 
свободный член которого равен единице, существует формальный 
ряд ЕК [[Х] такой, что ой =u (положить v=1-+ w). 

*9) Пусть Е— векторное пространство, имеющее бесконечный 


базис, над полем К характеристики 2. Пусть А—внешняя алгебра 


ЛЕ этого пространства, являющаяся коммутативным кольцом седи- 
ницей. Привести пример формального ряда u€ A[[X]] такого, что 
и? —0, HO не существует элемента YO, ΥΕΑ, для которого уи=0 
(см. $ 1, упражнение 11). 

10) Пусть А—не обязательно коммутативное кольцо с едини- 
цей и о—эндоморфизм А такой, что o (1) =1. На аддитивной группе 


произведения E=AN определим внутренний закон композиции, 


положив (An) (β}) = (уп), где Yn= > арб? (Ва) (σϑ (ξ) =). 
p+q=n 
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а) Доказать, что этот закон композиции ассоциативен и дист- 
рибутивен с обеих сторон по отношению к сложению в Е и, следо- 
вательно, определяет на E структуру кольца, имеющего в качестве 
единицы € последовательность (An), где Ag—1, An —=0 при п > 1. 
Отображение, ставящее в соответствие всякому EE A элемент 
(an) ЕЁ такой, что αρ--ξ, a, —0 для п > 1, является изоморфизмом 
А на подкольцо кольца Ё, с которым мы отождествим А. Будем 


OO 
писать >; а„Х" вместо (Q„); тогда XPß=oP (В) XP для любого эле- 
n=1 
О». 
мента BEA. Если ряд u= 3 9„Х” отличен от нуля, TO наименьшее 
=0 


число k, для которого а» -=0, называется порядком u и обозначается 
символом ( (и). 

6) Пусть /4—кольцо без делителей нуля, о — некоторый изомор- 
физм кольца А на свое подкольцо. Доказать, что Е--кольцо без 
делителей нуля и что © (uv) =о (и) о (5), если и-Е0 и vl. 

RS 
в) Для того чтобы ряд u= У а„Х” был обратим, необходимо 
n=0 | 
и достаточно, чтобы элемент Gy был обратим в кольце A. 

г) Предположим, что 4— поле, o—ero автоморфизм. Доказать, 
что для кольца Е существует тело Глевых частных (гл. I, $ 3, 
упражнение 8) и что всякий ненулевой элемент этого тела F может 
быть однозначно записан в виде uX—", где и—элемент нулевого 
порядка кольца E. 

°*11) а) Пусть A и В— две вполне упорядоченные части мно- 
жества В (они обязательно счетны: ΟΜ. Общ. топол., гл. ТУ, 8 2, 
упражнение 1). Доказать, что множество А--В вполне упорядо- 
чено и что для любого элемента c € A+ В существует только конеч- 
ное число пар (а, 6) с условиями a € A, БЕВ и с=а-Ё6. (Для того 
чтобы доказать, что всякая непустая часть множества А-В имеет 
наименьший элемент, следует рассмотреть его нижнюю гравь BR.) 


6) Пусть К — поле. В некотором пространстве Κα: рассмотрим 
векторное подпространство E, образованное элементами (αχ) такими, 
что множество TER, для которых αχΞΕΟ, вполне упорядочено. Для 
двух произвольных элементов (αχ), (Вх) пространства Е положим 


ας) (Ви = ух), где eye > о,В, (сумма имеет смысл ввиду 
уЕ2=х 
а) ). Доказать, что этот закон композиции определяет вместе со 
сложением в Е структуру поля на Е. Элементы кольца Е записы- 
вают также в виде > a;X!' и называют формальными рядами 
t€R 
с вполне упорядоченными экспонентами и коэффициентами в K., 


6 H. Бурбаки 


ГЛАВА У 
ПОЛЯ *) 


$ 1. Простые поля. Характеристика 
1. Простые поля 


Известно (гл. Ι, $ 9, n°2), что пересечение произвольного 
семейства подполей поля К является подполем поля К. В част- 
ности, пересечение P всеф подполей поля К есть наименьшее 
подполе поля К; оно не содержит никаких подполей, отличных 
от него самого. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Поле называется простым, если оно не codep- 
HCUM никаких подполей, отличных от него самого. 

Итак, всякое поле А содержит единственное простое поле Р. 
Определим его структуру. Для этого заметим, что P, как всякое 
подполе поля АК, содержит единицу е поля К (потому что из 
равенства 2?=х и 2-0 следует, что х=ев К, см. гл. I, 8 9, 
п” 2). Таким образом, Р — подполе А, порожденное элементом е 
(можно сказать также, что Р —подполе К, порожденное пустой 
частью Φ поля К). Сначала рассмотрим подкольцо А поля К, 
порожденное единицей €. А содержит все элементы 71:6, где 
n€Z, и так как эти элементы образуют кольцо, A совпадает 
с множеством их. С другой стороны, отображение п —> n-e 
является представлением кольца целых чисел на А (гл. Т, 
$ 8 n° 8). Множество чисел nEZ, для которых п-е=0, является 


*) За исключением предложений 11 и 14 $ 10, результаты, приводи- 
мые в 5$ 10 и 11 и обоих приложениях, не используют результатов 
$5 Зи 9. Читатель, интересующийся главным образом теорией Галуа и ee 
приложениями, может прямо перейти от $ 7к $ 10. 
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идеалом (р) кольца Z, где р>0О— характеристика (гл. I, 
$ 8, n° 8) поля К, и кольцо А изоморфно факторкольцу Z/(p). 
Возможны два случая: 

1° p=0. Тогда А изоморфно Z. Так как АСР, Р содержит 
поле отношений кольца А (гл. I, $ 9, n° 4), которое изоморфно 
полю Ὁ рациональных чисел. Так как Р — простое поле, оно CoBra- 
дает с полем отношений кольца À и, следовательно, изоморфно О. 

2° p>0. Так как А содержится в поле, то OHO не может 
содержать делителей нуля, следовательно, Z/(p) не имеет дели- 
телей нуля. Это значит, что равенство р=тп (т >> 0, п>0) 
влечет т = 0 (тор) или п= 0 (тор), τ. е. т=р или n=p, 
следовательно, р— простое число (гл. I, 5 8, n° 7). 

Однако известно (гл. Т, $ 9, теорема 2), что для любого 
простого числа р кольцо Z/(p) является полем. Следовательно, 
Р совпадает с А и изоморфно Z/(p). В итоге получаем: 

ТЕОРЕМА 1. Характеристика поля К равна нулю или про- 
стому числу. Если характеристика поля К равна нулю, то 
простое подполе поля К изоморфно полю О рациональных чисел. 
Если характеристика поля К равна р>0, то простое подполе 
поля К изоморфно полю Z/(p) целых чисел по модулю р. 


Замечания. 1) При доказательстве теоремы 1 мы не поль- 
зовались коммутативностью поля К, следовательно, теорема 1 при- 
менима и к некоммутативным телам. 

2) Всякое подтело. тела К (не обязательно коммутативного) 
содержит простое подполе тела К и, следовательно, имеет ту же 
характеристику, что и тело К. Таким образом, всякое тело, содер- 
жащее тело А, имеет ту же характеристику, что и тело К. 

3) Поле О бесконечно, следовательно, все поля характеристики 
нуль бесконечны, а все конечные поля имеют ненулевую характе- 
ристику. | | 


2. Характеристичесвая экспонента, 


Пусть дано поле К характеристики р. Характеристической 
экспонентой поля К мы будем называть число р, если р>0, 
и число 1, если р=0. 

ПрЕдложЕНИЕ 1. Если p— характеристическая экспонента 
поля К, то отображение x — x? является изоморфизмом поля 
К на некоторое его подполе. 


= 


< 


84 ΠΟΠΗ ГЛ. У, $1 
Очевидно, что (cy)? = Ру?. Докажем, что 
(x+y)? =x? + y?. | (1) 


При p=1 равенство очевидно. При p > 1 имеем 


tue DCE Jens me (5 = (5) 
k=0 


Остается доказать, что ( я )e=0 при 1<k< p. 
Так как (| ( - )=p(p—1) ... (p—k-+1), το 


(k! с) (( A )e)=p(p—1) ... (p—k+1)e=0. 
Ho k!e=e(2e)(3e) ... (ke) и he£0 для 1<h<p, следова- 
тельно, А! е==0, откуда ( x )e=0. Таким образом, отображе- 
ние © —> x? является представлением поля К в себя; так как 
оно ненулевое, оно является изоморфизмом К на свое подполе 


(гл. I, $ 9, теорема 1). 
Следствие. Диля любого целого числа }>0 отображение x — 


f 
— x? является изоморфизмом поля К на свое подполе. 
Это утверждение получается ]-кратным последовательным 


применением предложения 1. Тем самым имеем тождество 


n of 
(3) =D. (2) 
i=1 


Замечания. 1) Формула (2) покагывает, что для любого 
pP! 
а. .1[19 
rye 9;— неотрицательные числа, отличные от pl, и У4;=ри, де- 

лится на р. 
2) Заметим, что предложение 1 и формула (1) перестают быть 
верными, если К — некоммутативное тело характеристики р > 0. 


простого числа р и любого целого числа f 5» 0 число 


Для любой части А поля К символом АР мы будем обозна- 
чать в этой главе образ А при изоморфизме x — x”. В частно- 
сти, КР означает подполе поля К, являющееся образом К при 


этом изоморфизме *). 


*) Разумеется, нельзя смешивать множество AP ни с произведением 
р множеств, совпадающих с A, ни с множеством произведений +122... Lp 
по р элементов, принадлежащих А. 
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Заметим, что при p=1 К? = К (см. § 7, n° 3). 

ПрЕдложЕНИЕ 2. Пусть E— поле, содержащее подполе К 
с тарактеристической экспонентой р. Для произвольной части 
А множества Е имеем: (К [А]? = К? [AP] и (К (А))? = К? (AP). 

Это предложение является непосредственным следствием 
определений кольца KIA] (гл. ТУ, § 2, n° 1) и поля K (A) 
(гл. IV, § 3, n° 2). Действительно, если кольцо В содержит 
K?|JA? и содержится в (K[A])?, то оно является образом при 
‚ изоморфизме x — xz? кольца С, содержащего К |] А и содержа- 
щегося в К [A], следовательно, совпадающего с K [A], т. e. 
К? [АР] = (K1[A])?. Так же доказывается, что К? (АР) = (К (A))?. 

ПрРЕдложЕНИЕ 9. Пусть Е— поле, содержащее подполе К 
с характеристической экспонентой р. Если В — базис векторного 
пространства К [А] над К, то ВР — система образующих век- 
торного пространства К [АР] над К. 

Действительно, В? — базис пространства К? [А?] над полем 
ΚΡ, КТ [АР] —система образующих пространства А [А?] над 
полем КА. Так как АРС К, то ВБ? — система образующих прост- 
ранства А [4?] над К. 


3. Характеризация многочленов с пулевой 
производной 


ПрЕдложеЕНИЕ 4. Пусть К— поле тарактеристики р. Для 


9] 


того чтобы имели место тождества = 0, форт, fERX 
1 

X [A 4, Xe, ..., Xn], необходимо и достаточно, чтобы многочлен 

Г принадлежал подкольцу К [Х?, XP, ..., ХР] кольца K X 


ГА. Έτ Ah 


При р=0 это означает, что многочлен } сводится к константе 
ac K. | 


Предложение очевидно при m=O (по определению К [ХИ её; 
см. гл. ТУ, $ 1, n° 2). Доказательство будем вести индукцией 


по: п... Нуеть ЕЖА, Ах... Xl: rot [= У gaX}, где 
k 

24 ЕК [Хь, Xo, ..., Xh_1l. Из равенства “I =0 для 1<i<n—1 

вытекает, что Oh _() для всех k и для 1<i<n—1. Следова- 


OX; 


86 ΠΟΠΗ гл. ν, § 2 


тельно, по предположению индукции, 5% 6 K[X?, ХР, ..., ΧΡ |]. 
С другой стороны, D hen = — 0, следовательно, kg, — 0 


для всех k и, значит, g,—0 для всех k, не кратных р, что 
и требовалось доказать. 

Упражнения. 1) Пусть А-—кольцо без делителей нуля, не 
обязательно коммутативное и не обязательно с единицей. Доказать, 
что характеристика A (определяемая как число т >> 0, для которого 
идеал (т) является анулятором А) равна нулю или простому числу. 
Если А содержит единицу, то A содержит подкольцо, изоморфное 
2/(т). 

2) Пусть .А— область целостности, % — простой идеал (гл. I, 
$ 8, упражнение 13) кольца A. Если характеристика кольца A— 
простое число р>0, то характеристика кольца А/ тоже равна 
р. Если характеристика кольца A равна нулю, то характеристика 
кольца A/B равна нулю в том случае, когда не существует такого 
простого числа р, что pAC $. В противном случае существует толь- 
ко одно простое число р, обладающее этим свойством; оно и являет- 
ся характеристикой кольца A/B. Доказать, что когда A/B — ко- 
нечное кольцо, имеет место второй случай. Дать примеры обоих 
случаев (взять A=Z и А=К [|X], К — поле характеристики нуль). 


$ 2. Расширения 


Пусть К — поле, содержащееся в поле L. Единицы полей К 
и Г, совпадают, следовательно, L может быть снабжено струк- 
турой алгебры над К (гл. Il, § 7, n° 1). Назовем поле L, 
снабженное структурой алгебры над А, расширением К, остав-. 
ляя термин надполе для L снабженного структурой поля без 
операторов *). Заметим, что всякое поле можно рассматривать 
как расширение его простого подполя. 

Всякий раз, когда без уточнений мы будем говорить, что 
поле К, содержится в кольце L, мы будем подразумевать, что 
К есть подпомле кольца L (иначе говоря, что структура поля 
индуцируется структурой кольца в L). 

Пусть Г. и М — два надполя поля К такие, что KCLCM. 
Назовем L промежуточным полем между К и М. Снабженное 
структурой расширения поля КА, L являются подалгеброй М, 


*) Таким образом, мы изменим смысл слова «расширение», которое 
мы определили в гл. 1 $9, n° 2 как синоним надполя. 
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которую мы будем TAaK;Ke называть подрасширением расшире- 
ния M поля К. 

Замечание. Для того чтобы сделать более ясной ситуа- 
цию, в которой фигурируют несколько полей, мы будем исполь- 
зовать иногда диаграммы приведенного ниже вида (рис. 1). 


M —= P 


Ре 


faye Gs 
Puc. 1. 


Стрелка, идущая от одной буквы к другой, означает, что 
поле, обозначенное первой буквой, является подполем поля 
обозначенного второй буквой (таким образом, стрелка заменяет 
знак включения). Например, в диаграмме мы имеем КС. ΙΙ, 
LEMGP 2 PEN ee. 


1. Структура расширения 


Расширение Ё поля А, будучи алгеброй над К, в частности 
снабжено структурой векторного пространства над А, размер- 
ность которого называется степенью расширения Ё (или еще 
степенью надполя Е относительно поля К; см. гл. II, § 7, n° 2). 
Напомним (см. там же), что эту степень, когда она конечна, 
обозначают [Ё:К]. Символ [E:K] определен только в этом 
случае. | 

Пусть Ё-— расширение поля А, F—pacmmpenne поля À, 
(a)nez — базис E над К, (bijuem—6Gasnc F над Е. Тогда семей- 
ство (Бал)(и, memxL Составляет базис F над полем К (гл. 11,85, 
предложение 1). В частности (гл. Il, $5, следствие из предло- 
жения 1), получаем следующий результат: . 

ἜΕΟΡΕΜΑ 1. Иусть E— расширение поля К, Е— расширение 
поля Е. Если хотя бы одно из чисел [F: К], Е: E]-[E: К] опре- 
Эделено, то определено и другое, и 


IF:K]=[F:E]-[E:K]. 
Следствие 1. Ecau F— расширение поля К конечной степени, 


Е — промежуточное поле между К u F, то степени [Е: К] u 
IF: E] являются делителями [Е : К]. 
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Тем самым, если степень [Ё: K]— простое число, To He суще- 
ствует никаких подрасширений Г, кроме К u F. Однако заметим, 
что если число [F : К] не простое, то не обязательно существует 
подрасширение F, отличное от К и F (см. $ 10, упражнение 7). 

Следствие 2. Если F— расширение конечной степени поля К, E— 
промежуточное поле между К и F, то равенство [Е : K|=[F: K] 
равносильно совпадению Е = ЕЁ, а равенство [F : Ё]=[Ё:К] равно- 
сильно совпадению Е =К. 

Действительно, если степень расширения поля К равна 1, 
то это расширение совпадает с К. 

ПрЕдложЕНИЕ 1. Пусть А — коммутативная алгебра с edunu- 
цей е над полем К, имеющая конечный ранг над К. Если элемент 
actA не является делителем нуля 6 A, mo он обратим в À. 

Действительно, отображение х —> ах является взаимно одно- 
значным эндоморфизмом структуры векторного пространства на À, 
следовательно, оно — автоморфизм A с той же структурой (гл. ΠΗ, 
следствие предложения 11), поэтому существует такой элемент 
bE À, что ab=e. 

Следствие. Всякая область целостности A (rx. Ι, $ 8, n° 3), 
содержащая поле К, имеет ту же единицу, что К. Если A, 
как алгебра над К, имеет конечный ранг над К, mo А— поле. 

Действительно, пусть е—единица А, тогда e’=e, откуда 
е (х — ет) =0 для всех x€ A, и так как e #0, имеем х=ех, что 
доказывает первую часть следствия. Вторая часть непосредственно 
получается из предложения 1. 

Пусть Ёи Ер— два расширения одного и того же поля К. 
В соответствии с общими определениями (см. гл. Il, $ 7, n° 4) 


представление расширения E в расширение F есть представле- 
ние f структуры поля Ё в структуру поля F такое, что ] (zx) = 
—=zf(x) для ХЕЁЕ и ЕК (мы рассматриваем только ненулевые 
представления, для которых f(1)— 1). Это равносильно утверж- 
дению, что }(2) == (иначе говоря, 2 инвариантно относительно f) 
для всех ΖΕΚ. Так как представление f невулевое, оно является 
изоморфизмом структуры поля E на структуру поля некоторого 
подполя поля F (содержащего К). ‚Назовем f А-изомо рфизмом 
поля Ё в поле F. Поля E и F будут называться А-изоморфными, 
если существует А-изоморфизм E на F. К-изоморфизм расшире- 
ния E поля К на подрасширение поля E называется А-эндо- 
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морфизмом поля Е u К-автоморфизмом поля E, если он отобра- 
жает Ё на себя. Заметим, что для произвольного эндоморфизма и 
поля А множество элементов этого поля, инвариантных отно- 
сительно и, является подполем К поля L (гл. II, $5, n° 6), следо- 
вательно, и есть А-эндоморфизм поля L. 

В частности, если РЬ— простое подполе поля L, все эндомор- 


физмы поля L являются 'Р-эндоморфизмами. Простое поле обладает 
только одним эндоморфизмом — тождественным. 


2. Присоединение 


Пусть Е— надполе поля К. Напомним, что для. заданного 
семейства æ—(x)\er элементов поля E (гл. ГУ, $53, n° 2) симво- 
лом À (αι)ιει (или К (x), или еще К (x, ..., Zn), когда Г — интер- 
вал [1, п] множества N) мы обозначаем наименьшее подполе 
поля Ё, содержащее A и элементы семейства (x). Будем гово- 
рить, что поле К (x,),er получается присоединением к К элементов 
семейства (2,), г и что семейство (х,) (или множество его элементов) 
является системой образующих поля К (mer относительно К 
(или над А). Поле K (αι)ιε! зависит только от множества А эле-. 
ментов семейства (%,); напомним, что оно обозначается также 
символом À (A). В частности, К (Е) =Е и К ($) =К 

ПрЕдложЕниЕ 2. Пусть М u М№М—0ве произвольные части 
надполя Е поля К; тогда К(М |) №)=К (М) (№) =К (М) (М). 
Действительно, поле А (M |) №) содержит поле А (M) и мно- 
жество N, а следовательно, и поле K (М) (№). Так как поле К (M)(N) 
содержит множество А |) М []№, то оно содержит также K (M |] = ); 


откуда следует требуемое. 
Иногда пишут А (М, №) вместо κω UN). 


Замечание. Если Р— простое подполе поля Е ($ 1), то для 
любой части А поля Æ Р(А) —наименьшее подполе, содержащее A. 
В частности, если К — подполе поля Е, то P(K |] А)=К (А). Если 
Ки К’— подполя поля E, то Р(К |) К’) =К(К’) =К’(К). Это поле 
является наименьшим подполем поля E, содержащим К и К’, или 
верхней гранью полей К и К’ в множестве подполей поля Е, упоря- 
доченных по включению. 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Пусть %— множество подполей поля Е, 
фильтрующееся по отношению СС; тогда объединение L полей 
множества τα есть поле. 
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Действительно, если x, у— элементы множества L, то суще- 
CTBYIOT поля А, 9, принадлежащие множеству Ÿ и такие, что 
“ER, yES. Пусть T— поле из множества 5, содержащее поля 
Rus; Тогда х ЕТ, уЕТ, следовательно x + у, cy u x (если x = 0) 
принадлежат Î и, следовательно, L *). 

Следствие. Лусть К — подполе поля Е. Поле К (A), получаю- 
зцееся присоединением κ К некоторой части А поля Е, является 
объединением полей К (ЕЁ), где Е пробегает множество конечных 
частей множества А. 

Действительно, множество полей А (F) на основании предло- 
жения.2 фильтруется по отношению CZ. Следовательно, объеди- 
нение L этих полей является полем, содержащим К |} А и содер- 
жащимся в поле А (À) и, следовательно, совпадающим с À (A). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Расширение Е поля К называется расшире- 
нием конечного типа, если оно обладает конечной системой обра- 
зующих. Оно называется простым, если оно обладает системой 
образующих, сводящейся к одному элементу. 

Следствие к предложению 3 показывает, что всякое расшти- 
рение Ё поля А является объединением расширений конечного 
типа, содержащихся в Ё. Ясно, что всякое расширение Ё поля К 
конечной степени является расширением конечного типа, так как 
база EZ (рассматриваемого как векторное пространство над À) 
является системой образующих поля Ё над К. Позже мы увидим, 
что обратное утверждение неверно. 


3. Линейно разделенные расширения 


Пусть © — расширение поля А, Аи Вр—подкольца поля (ὁ, 
содержащие А; тогда их можно рассматривать как подалгебры 
алгебры Q (над полем К). Пусть С —подкольцо поля Q, порож- 


*) Принцип этого доказательства приложим к более общему случаю, 
когда Е обладает алгебраической структурой %; 5 — множество, фильтрую- 
щееся по отношению C, частей Е, на которых 9 индуцирует ту же струк- 
туру, и в аксиомах структуры Y участвуют только конечные части мно- 
жества, на котором она определена. На объединении Г, множеств из 5 
структура ὅ индуцирует ту же структуру $. Например, можно брать 
в‘качестве Y структуру группы с операторами, или кольца с операторами, 
или алгебраически замкнутого поля, или совершенного поля ит. д. 
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денное множеством A|) В. Напомним, что существует представ- 
ление ф тензорного произведения А © В алгебр А и В над полем К 
на алгебру С, ставящее в соответствие каждому тензорному про- 
изведению z&y(xEA, yEB) произведение ху, лежащее в С 
(гл. Ш, § 3, n° 3). Иначе говоря, если (5) —базис алгебры В над 
полем А, (a,)— базис алгебры А над полем К, то алгебра С 


отождествляется с множеством линейных комбинаций 6b 
| μ 
где αμ 44, множеством >) Baar, где В, ЕБ, a также множеством 
x 


oy γλμάλὂμ, THE YıuEK. Напомним еще, что алгебры A u В 
A, L 


называются линейно разделенными над К, если представление @ 
является изоморфизмом А®В на С. В этом случае А [|] В=К 
и всякая независимая над К часть алгебры В (соответственно À) 
является независимой над А (соответственно В). Обратно, для 
того чтобы Аи В были линейно разделены над А, достаточно 
существования базиса алгебры В над К (например), который 
независим над À (гл. III, $ 3, теорема 1). 

Разберем в частности случай, когда А и В являются подрас- 
ширениями поля Q. 

ПредложЕниЕ 4. Пусть Е и Е— расширения поля К, codep- 
жащиеся в расширении (2. 

а) Пусть Е — расширение конечной степени поля К; тогда 
подкольцо расширения Q, порожденное множеством E |} Е, 
является полем, совпадающим с E(F), степень которого отно- 
сительно Е конечна. Далее, |[E(F):EI<[F:K], и равенство 
[E(F):E]=[F:K] имеет место в том и только в том случае, 
когда поля Е u F линейно разделены над К. 

6) Если, кроме того, Е имеет конечную степень над К, то 
Е(Е)=К(Е|] Е), и это поле имеет конечную степень над К. 
Тогда [К (E |) Е): К < Е: КИЕ:К], и равенство | К (Е |] Е): К] = 
—=[E:K][F:K] выполняется в том и только в том случае, 
когда Е и Е линейно разделены над К. 

Действительно, пусть С —подкольцо расширения ©, порож- 
денное множеством Ё || Г. Пусть, далее, (b,)ı<j<n —Öasuc F над À; 
тогда С отождествляется с векторным пространством над L, 
порожденным элементами ὦ}, следовательно, С — алгебра конеч- 
‘ного ранга, He превосходящего и, над полем Е. Так как С 
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содержится в некотором поле и, следовательно, является областью 
целостности, то С —поле (следствие предложения 1). Отсюда 
следует, toC=E(F)u[E(F):E]J<[F:K]. Равенство [E(F):E]= 
—=[F:K] означает, что элементы 6; линейно независимы над Ё, 
и следовательно, поля Е и F линейно разделены над К. Часть 
а) предложения доказана. Часть 6) тотчас следует из части 
а), так как [HK (Ff): К] = [И (ЕР): ЕЁ: К]. 

Если Е и Е— расширения поля К бесконечной степени, содер- 
жащиеся в (ὁ, TO подкольцо С, порожденное множеством F |] К, 
не обязано быть полем (упражнение 1), однако поле частных 
кольца С совпадает с КА (Е |] Е). В более общем случае, когда 
А—- такое подкольцо Ё, что Ё совпадает с полем частных кольца A, 
a В-— такое подкольцо А, что F совпадает © полем частных 
кольца В, наконец, С — подкольцо поля ©, порожденное мно- 
жеством А || Б, тогда поле Κ (Ё || К) совпадает с полем частных 
кольца С, так как оно является наименьшим подполем поля ©, 
содержащим С, E и F. Кроме того, мы имеем 

ПрЕдложЖЕНИЕ 5. Пусть Е и Е— расширения поля К, содер- 
жащиеся в Q. А и Вр— подкольца кольца Q, содержащие К 
и такие, что Е— поле частных кольца A, a Е— поле частных 
кольца B. Для того чтобы поля Е и F были линейно разделены 
над К, необходимо и достаточно, чтобы кольца А и В были 
линейно разделены над К. 

Условие, очевидно, необходимо. Обратно, если А и В линейно 
разделены над А, то линейно разделены кольца A uf, так как, 
если семейство элементов поля (2 независимо относительно Б, 
TO оно независимо относительно поля частных À кольца В 
(гл. Ш, 8 2, предложение 5). То же рассуждение показывает 
затем, что поля Ё и F линейно разделены над К. 

ΗΡΕΠΠΟΧΚΕΗΠΕ 6. Пусть Е u Е— расширения поля К, содер- 
жащиеся в Q. Если Е u F линейно разделены над К, то всякое 
подрасширение расширения Е и всякое подрасширение pacwu pe- 
ния Е линейно разделены над К. Обратно, если всякая пара 
подрасширений конечного muna E’ u Г’ расширений Е и Е coom- 
ветственно линейно разделена над К, mo Е и F линейно раз- 
делены над К. 

Действительно, условие линейной разделенности расширений 
E и Е можно выразить следующим образом: если (ag) — произ- 
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вольное независимое семейство элементов расширения Ё и (58) — 
произвольное независимое семейство элементов расширения F, 


то из соотношения > \apdo bp = 0, где ЛовЕК, должны вытекать 
a, В 


равенства Agg=O (для всех пар индексов aß). Но это условие 
выполняется для любой пары независимых семейств, если 
оно выполняется для любой пары конечных независимых се- 
мейств. | 

Образно говоря, линейная разделенность является свойством 
«конечного характера». 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть Е, Е, G— расширения поля К, содер- 
жащиеся в расширении Q поля К, и петь FCG. Для того 
чтобы поля Е и G были линейно разделены над К, необходимо 
и достаточно, чтобы поля Е и Е были линейно разделены над К, 
а поля E(F) и С были линейно разделены над Е. 

Условие необходимо, так Kak, если Ё и С линейно разделены 
над К, το Е и F линейно разделены над К (предложения 6). 
С другой стороны, всякий базис (a,) поля Ё над К является 
одновременно базисом алгебры F[E] над полем КГ. Так как, по 
предположению, семейство (Aq) независимо относительно G, то ал- 
гебры F[E] и С линейно разделены над F, а следовательно, ли- 
нейно разделены и поля E(F)=F(E) и С (предложение 5). 

Условие достаточно, так как при тех же обозначениях оно 
влечет независимость семейства (dy) над полем F; следовательно, 
(a) составляет базис алгебры F(E) над F. По предположению, 
F(E) и С линейно разделены над F, следовательно, семейство (A,) 
независимо над С. Отсюда следует линейная разделенность полей 
Еи С над К. | 

Упражнения. 1) В поле К K(X, У) рациональных дробей от 
двух переменных над полем К доказать, что К (Х) и К (У) — линейно 
разделенные расширения поля К, HO подкольцо поля К (X, У), 
порожденное множеством К (X) |) К (У), отлично от К (Х, У) (см. $ 9, 
упражнение 4). 

2) Пусть А — произвольная алгебра над полем К, имеющая конеч- 
ный ранг над К, и пусть элемент а € À не является делителем нуля 
слева. Доказать, что существует такой элемент e € A, что ех=х для 
всех x€ A, и такой элемент 6 € A, что ab=e (см. гл. I, $ 2, упраж- 
нение 9). Вывести отсюда, что если А имеет конечный ранг над К 


и не содержит делителей нуля, то А— тело (не обязательно KOM- 
мутативное). 
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$ 3. Алгебраические расширения 
1. Алгебраические элементы 


Пусть K— поле, Е-— расширение поля К, ХЕЁ. Мы будем. 
изучать подкольцо А [xz] поля E, порожденное хи К (гл. IV, 
$2, п°1). Это кольцо является областью целостности, изоморф- 
ной K [X]/a, где «— идеал алгебраических соотношений с коэф- 
фициентами из А, которым удовлетворяет элемент X (или модуль 
линейных соотношений с коэффициентами из К между одночле- 
нами © (n€ WN): см. гл. IV, $2, теорема 1). В зависимости от 
того, равен (0) идеал а или нет, могут представиться два случая. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Элемент x расширения Е поля К называется 
трансцендентным над К, если идеал а алгебраических соотно- 
шений с коэффициентами из К, которым удовлетворяет эле- 
мент x, есть (0) (или, что то же, если одночлены xz" (NEN) 
линейно независимы над К). Б противном случае элемент т 
называется алгебраическим над К. | 

Утверждение, что х алгебраичен над А, означает таким 
образом, что существуют элементы @;, принадлежащие полю К 
и не все равные нулю (0<1< п) такие, что Op+a,7+...+a,2" = 0. 

Если идеал 4 ненулевой, то, как известно (гл. ТУ, $ A, пред- 
ложение 7), он является главным идеалом (7) в кольце К [X]; 
многочлен f, если считать его унитарным, определяется одно- 
значно. Пусть п — степепь f; тогда классы по модулю (f) элементов 
Х"(0О<А<п-—1) образуют базис алгебры K[X]/(f) над полем 
К (гл. IV, $1, предложение 4). Так как кольцо К [X]/(f), изоморф- 
ное кольцу К [x], является областью целостности и имеет конечный 
ранг над А, то оно — поле ($ 2, следствие из предложения 1). 
Следовательно, (f)— максимальный идеал и f— неприводимый 
многочлен; кроме того, так как K [5|-— поле, то оно совпадает, 
по определению, с К (x) и имеет конечную степень над К. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть х—алгебраический над К элемент 
расширения Е поля К; число [Κ(α): Κ] называется степенью 
‘элемента x над К. 

В частности, для того чтобы алгебраический над К элемент 
принадлежал А, необходимо и достаточно, чтобы его степень 
над К была равна 1. | 
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Таким образом мы доказали следующую теорему: 

ТЕОРЕМА Ί. a) Для того чтобы элемент x расширения Е поля К 
был алгебраическим над К, необходимо и достаточно, чтобы 
кольцо К [x] было алгеброй конечного ранга над К; тогда это 
кольцо совпадает с полем К (x). 

6) Если x имеет степень п над К, то существует единствен- 
ный унитарный многочлен f Е К [Х[ степени п такой, umo f(x) = 0. 

в) Многочлен ff неприводимый. Множество многочленов 
ЕК [X] таких, что g(x)—=0, является главным идеалом (f). 

τ) Отоб ражение g— g (x) является гомомо рфизмом кольца К [X] 
на поле K(x). Поле K(x) изоморфно полю K|X]/(f), u элементы 

=; д, αρ, ey ee 4. образуют-базие В (2) nao. & | 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. [lycme х — алгеб раический над К элемент pac- 
wupenua Е поля К; минимальным многочленом элемента x над К 
будем называть единственный унитарный неприводимый много- 
член ЕК [X], для которого f(x) = 0. 

Это равносильно утверждению, что f — унитарный многочлен 
кольца K[X] степени, равной степени элемента x над К и такой, 
что f(x) = 0. 

Таким образом, всякий неприводимый унитарный многочлен 
кольца Κ[Χ] является минимальным многочленом каждого из. 
своих корней во всяком растпирении Ё поля К (если у него вообще 
есть корни в расширении А). 

Корни неприводимого многочлена f£CK[X] в расширении E 
поля К не обязаны быть простыми. Точнее, справедливо следую- 
щее утверждение: 

Предложение 1. Пусть К— поле характеристики р, х— 
алгеб раический над К элемент расширения E поля К. Для того: 
чтобы x был простым корнем своего минимального многочлена f 
над К, необходимо и достаточно, чтобы f не принадлежал 
кольцу К [xP]. 

Действительно, для того чтобы 2 был кратным корнем много- 
члена f, необходимо и достаточно, чтобы f(x) =0 (гл. ТУ, § 4, 
предложение 3). Следовательно, многочлен f должен делиться 
на f (теорема 1). Это возможно только при 7’=0, так как в про- 
тивном случае мы имеем deg /’< deg f и f’ не может быть крат- 
ным ]. Так как условие f =0 эквивалентно включению. {Е К [xP] 
($ 1, предложение 4), предложение доказано. 
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Следствие 1. Пусть К — поле тарактеристики нуль, Е — про- 
извольное расширение поля К, ]|— неприводимый многочлен 
кольца K|X]; тогда все корни многочлена f в Е простые. 


Примеры. ° 1) В поле комплексных чисел С число i алгебраи- 
ческое и имеет степень 2 над простым полем Q. Действительно, если 
7 (1)=12--1, το f(i)=0, но x2+1 O0 ни для одного числа LEQ, 
следовательно, i¢ Q. Поле Q(i) является расширением степени 2 
поля (©, оно состоит из чисел a-+-bi, где аи b— рациональные. „ 96 

2) Пусть К — поле, Ё — поле K(X) рациональных дробей от одной 
переменной над К. Пусть Е — подполе К (X3) поля F; тогда F=E(X) 
и элемент X — алгебраичен над E, так как он является корнем 
многочлена Y3—X3 кольца Е[У]. Этот многочлен неприводим 
в кольце Е [У], ибо в противном случае он имеет по крайней мере 
один множитель первой степени, и, следовательно, существуют два 
ненулевых многочлена и и v кольца К[]Х] такие, что (и (Х))3 = 
= ХЗ (v (X3))5. Это невозможно, потому что, обозначая буквами т ип 
степени многочленов и и р, соответственно получаем 9т = 9п +3 или 
3m—3n +1. Следовательно, поле F является расширением степени 
3 поля E, и всякий элемент поля F можно записать единственным 
образом в виде } (ХЗ) | Хг (ХЗ) + X2h (ХЗ), где }, δ, й — рациональные 
дроби, принадлежащие К (X). 

Если К имеет характеристику 3, то неприводимый многочлен 
Y3— ХЗ принадлежит кольцу ЕЁ [УЗ] и, следовательно (предложе- 
ние 1), его корни BF кратные. Впрочем легко видеть, что X — 
единственный корень этого многочлена в поле F, так как в поле 
характеристики р равенство хР = уР влечет х=у ($1, предложе- 


ние 1). 
°3) В поле В действительных чисел можно доказать *), что число п 


трансцендентно над простым полем Q (см. упражнение 1). 


ПредложЕниЕ 2. Пусть E— расширение поля К, х— эле- 
мент Е, алгебраический над К. Для любого поля F, промежу- 
точного между К и Е, элемент x алгебраичен над F, его мини- 
мальный многочлен над Е делит минимальный многочлен x над К, 
а степень x над F не превосходит степени т над К. 

Действительно, пусть f — минимальный многочлен элемента X 
над А. Поскольку f(x) =0 u fE FIX], x алгебраичен над F и, 
следовательно, f кратен минимальному многочлену элемента 2 


над полем F (теорема 1 в)). 


*) См., например, D. Hilbert, Gesammelte Abhandlungen, Berlin 
(Springer), 1932, t. I, p. 1. 
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Замечание. Пусть 4 — коммутативная алгебра над полем К, 
обладающая той же единицей, что и К (которая, следовательно, со- 
держится в A). Определение 1 применимо без изменений к произ- 
вольному элементу 2 алгебры 4. Если элемент x алгебраичен над К, 
то идеал а алгебраических соотношений с коэффициентами в К, Гко- 
торым удовлетворяет элемент zT, является главным идеалом (f), где 
{— унитарный многочлен кольца K[X], который, вообще говоря, 
не обязан быть неприводимым. Подалгебра К [x] алгебры А изоморфна 
кольцу К [Х]/ (f), и если } имеет степень п, то элементы 1, 2, x2, 

‚ х"-—1 образуют базис алгебры К [x] (над К. Заметим, что если 


n n 
f= > a,X*® и если WEI, το —1=х >: aslazx*, следовательно, 
x обратим в Κ[α]  σ-ἰ---- D azta,ık. 


2. Алгебраические расширения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Расширение Е поля К называется алгебраи- 
ческим (или надполе E поля К называется алгебраическим над К, 
или еще, что то me, расширение Ё является алгебраическим 
над К), если всякий элемент расширения Е является алгебраи- 
ческим над К. Расширение Е поля К, не являющееся алеебраи- 
ческим, называется трансцендентным (над К). 

ПреЕдложеЕНИЕ 3. Для того чтобы расширение Е поля К было 
алгеб раическим, необходимо и достаточно, чтобы всякое кольцо А, 
для которого KCLACE, было полем. 

Условие необходимо, так как если E— алгебраическое pacıun- 
рение поля К и x О— элемент кольца A, то подкольцо К [x] 
кольца A совпадает с полем К (x) (теорема 1а)), следовательно, 
элемент x обратим в А, т. е. А— поле. Условие достаточно; 
если оно выполнено и. 2 — произвольный ненулевой элемент pac- 
ширения E, то кольцо К [x] представляет собой поле, следова- 
тельно, x ТЕК [x], т. ο. (гл. IV, $ 2, предложение 1) существует 
многочлен g € К [X] такой, что x '= g(x). Тем самым хе (x) —1 = 0, 
что означает алгебраичность x над полем КА; следовательно, 
E — алгебраическое расширение поля К. 

Предложение 4. Если расширение Е поля К имеет конечную 
степень п, то оно алгебраическое, и степень над К произволъ- 
ного элемента расширения Е делит п. 


TE Бурбаки 
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Действительно, для любого zZEE число [K(x):K] конечно 
и делит п (8 2, следствие 1 из теоремы 1), и следовательно, 
элемент 2 алгебраичен над К. 


Утверждение, обратное этому предложению, неверно; позже 
($4, n° 2) мы дадим пример алгебраического расширения бесконечной 
степени. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть Е=К (ay, а›,..., ат) — расширение 
поля К конечного типа и пусть все элементы а; (1 <1< т) алгеб- 
раичны над К. Тогда Е — расширение поля К конечной степени. 


Пусть п; —степень элемента а; над полем К (a4, а», ..., αἱ 1); 
тогда степень поля Е над К равна nyng...Nm, и элементы 
arıay2...a m (Ü<v;<n;_ı) образуют базис расширения E поля К. 


Действительно, элементы αὖ] (0 <v;<n;_ı) образуют базис по- 


ля К (a4, а>,...,а;:) над К (ay, а>,...,а; 1) (теорема 1г)). Предло- 
жение непосредственно получается индукцией по т из предло- 
жения I τη. II, 8 5 (cm. 8 2, n° 1). 


Замечания. 1) Мы имеем E=Kla,, α5,..., ат], и, следова- 
тельно, поле Е изоморфно факторкольцу Κ[Χι, Xo, ..., Χηι]/α, где 
а— идеал алгебраических соотношений между элементами а; с коэф- 
фициентами из К (гл. IV, $2, теорема 1); так как Е — поле, то a— 
максимальный идеал кольца К [X4, ..., Kir 

2) Пусть Е —алгебраическое расширение поля К бесконечной 
степени. Из предложения 5 следует существование бесконечной после- 


довательности (an) элементов Ё таких, UTO An 6 К (ay, а>,..., An—ı)- 
Кроме того, предложение 5 показывает, что степень поля 
К (a4, а>,..., ар) над К может принимать как угодно большие 3Ha- 


чения. Иначе говоря, если Е— такое алгебраическое расширение 
поля К, что степени [7 : К] подрасширений конечной степени поля Е 
ограничены, то Е — расширение конечной степени поля К. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Лусть Е — расширение поля К, А — часть Е, 
состоящая из алгебраических над К элементов; тогда К (А) — 
алгеб раичесвое расширение поля К. 

Действительно, всякий элемент 2, принадлежащий K (A), при- 
надлежит полю K(F), где Е— конечная часть А (8 2, следет- 
вие из предложения 3); расширение K(F) алгебраично над К 
(предложение 5), следовательно, элемент 2; алгебраический над К. 

ΗΡΕΠΠΟΧΚΕΗΜΕ 7. Пусть ® — некоторое ‘расширение поля К, 
Е u F— расширения К, содержащиеся в Q. Если расширение Е 
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алгебраично над К, то псдкольцо С, порожденное множеством 
Е |] Е, является полем, ксторое совпадает с Е de ) и алгеб pauuno 
над E. 

Действительно, всякий элемент расширения А, будучи алгеб- 
раичным над К, алгебраичен над F (предложение 2), следова- 
тельно (предложение 0), Е (Р) —алгебраическое расширение поля Ё. 
Так как С— кольцо, содержащееся в E(F) и содержащее Ё, то 
С — поле (предложение 3), следовательно, оно совпадает с E(F) 
ввиду определения последнего. 


9. Транзитивиость алгебраических расширений. 
Поля, алгебраически замкнутые внутри своего 
расширения 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Лусть Е и Е— два надполя поля К и KC 
CECF. Для того чтобы none Е было алгебраическим над К, 
необходимо и достаточно, чтобы Е было алгеб раическим над К, 
а Е алгебраическим над Е. . 

Условие необходимо ввиду предложения 2. Докажем, что оно 
достаточно. Пусть 5 — произвольный элемент расширения F; он 
алгебраичен над Е; пусть 2ЕЕ[Х] — минимальный многочлен 
элемента x над E. Обозначим символом А множество (конеч- 
ное) коэффициентов многочлена 5; элемент x алгебраичен над 
полем К (А). Так как расширение К (A) имеет конечную степень 
над А (предложение 5), а расширение К (A |] {х}) =К (А) (x) 
имеет конечную степень над К (A), то ($2, теорема 1) расшире- 
ние К (Αἱ } {x}) имеет конечную степень над К и, значит, элемент 
2 алгебраичен над К (предложение 4). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. /Годполе К поля Е называется алгебраически 
замкнутым в Е, если всякий элемент расширения Е, anee6pau- 
ческий над К, принадлежит К. 

Это равносильно утверждению, что К — единственное алге- 
браическое расширение поля Ё, содержащееся в Е. Всякое поле 
является алгебраически замкнутым в себе. В $ 4 мы изучим 
поля, алгебраически замкнутые в любом надполе. 

Предложение 9. //Густь Е — произвольное надполе поля К. Мно- 
жество Г, тех элементов поля ΙΙ, которые алгеб раичны. над К, 
составляет поле, алгеб раически замкнутое в Е. 


7* 
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Действительно (предложение 6), поле К (L) алгебраично над К, 
следовательно, K(L)CL, и, значит, К (Г) =Ёи Г, — поле. С дру- 
гой стороны, если элемент zEE алгебраичен над L, то он алге- 
браичен над К (предложение 8) и, следовательно, принадлежит L. 

Расширение Г, поля А, состоящее из элементов E, алгебраич- 
ных над А, называют алгебраическим замыканием поля К в Е. 
Оно является наибольшим алгебраическим расширением поля К, 
содержащимся в А. 


Упражнения. 1) Доказать, что всякое алгебраическое рас- 
ширение Ё поля К равномощно части множества K ХМ (рассмотреть 
_ отображение, ставящее в соответствие каждому элементу из Е ero 
минимальный многочлен над К; использовать тот факт, что MHO- 
JKECTBO конечных частей бесконечного множества А равномощно A). 
В частности, всякое алгебраическое расширение конечного поля 
счетно и всякое алгебраическое расширение бесконечного поля К 
равномощно А. °Вывести отсюда, что в поле В действительных чисел 
существуют трансцендентные над простым полем О числа и что мно- 
жество их имеет мощность континуума. о 
2) Пусть Е —расширение поля K, x и у— два различных кор- 
ня одного и того же неприводимого многочлена кольца К [Х], х, у ΕΕ. 
Доказать; что расширения К (x) и К(у) не являются линейно. `разде- 
ленными над К (использовать предложение 4 а), $ 2). °Если в ка- 
честве К взять О, в качестве Е поле С комплексных чисел, в ка- 
честве х действительный корень и в качестве у комплексный корень 
многочлена 23 —2, то доказать, что К (x) К (y) =К.. 
3) Пусть (ЁЕ,) —семейство расширений поля К, содержащихся 
в расширении G поля К. Пусть F —алгебраическое замыкание по- 


ля Кв Е; доказать, что алгебраическое замыкание поля Кв E=() Е, 
L 


ects F—()F7,. 
L 
ἘΔ) Пусть K— поле, А—подкольцо поля К, LC K— поле частных 
кольца А. 
а) Доказать, что если К есть А-модуль, допускающий конеч- 


n 
ную систему образующих, то L=A. (Полагая K= > Ac;, доказать, 
i=1 
что Г, есть А-модуль с конечным числом образующих, разлагая К, 
рассматриваемое как векторное пространство над L, в прямую сум- 
му Г, и некоторого дополнительного подпространства.) 
6) Доказать, что если существует конечное число элементов T; 
поля К алгебраичных над Lu таких, что K—A[zx, ...,æn], то 


| 1 
существует отличный от пуля элемент b € À такой, что [= А | | 
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(доказать существование элемента bEA такого, что К являет- 


1 
ca A | + |-модудем с конечным числом образующих). Вывести 


отсюда, что b принадлежит всем максимальным идеалам кольца А. 


$ A. Алгебраически замкнутые расширения 


1. Алгебраичесви замкнутое поле 


ПрРЕдложЕНИЕ 1. Диля любого поля К следующие четыре свойст- 
ва эквивалентны. 2 

(AC) Всякий непостоянный многочлен кольца K|X] разла- 
гается в этом кольце в произведение многочленов первой степени. 

(АС’) Всякий непостоянный многочлен кольца К[ Х] имеет 
хотя бы один корень в К. 

(АС”) Всякий неприводимый многочлен кольца К [Х] является 
иногочленом первой степени. 

(АС”) Всякое алгебраическое расширение поля K совпадает с К 
(иначе говоря, none К алгебраически замкнуто во всеф своих 
надполях). 

Докажем сначала, что свойства (AC), (AC’) и (АС”) эквива- 
лентны. Ясно, что (АС) влечет (АС”); (АС”) влечет (АС’), так 
как всякий непостоянный многочлен кольца К [Х] делится на 
некоторый неприводимый многочлен (гл. [У, $ 1, предложение 8), 
который, являясь многочленом первой степени, имеет корень в К. 
Наконец, (AC’) влечет (АС), так как из (AC’) индукцией по п 
выводится, что всякий многочлен степени п в К[Х| является 
произведением и многочленов первой степени (гл. ТУ, $ 2, пред- 
ложение 5). 

Остается показать, что свойства (АС”) и (АС”) эквивалентны. 
Если К обладает свойством (AC”), то всякий алгебраичный над К 
элемент имеет степень Ί над К ($ ὃ, теорема 1 в)). Следовательно, 
он принадлежит А, т. е. выполнено условие (АС”). Наоборот, 
предположим, что К обладает свойством (АС”); пусть f — непри- 
водимый многочлен кольца К [Х]; тогда идеал f максимален 
в кольце А [X], и поле K[X]/(f) имеет конечную степень над К 
(гл. IV, $ 1, предложение 4), следовательно, оно алгебраично 
над К ($ 3, предложение 4). Так как оно должно совпадать с К, 
то f имеет степень 1, и условие (АС”) доказано. | 


< 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Доле К называется алгебраически замкнутым, 
если оно обладает (эквивалентными) свойствами (АС), (AC’), 


(АС), (AC). 


Заметим, что, разумеется, поле К, алгебраически замкнутое 
в данном расширении Е поля К, не обязано быть алгебраически 
замкнутым. Это последнее понятие имеет внутренний характер, т. €. 
зависит только от структуры поля К, в то время как первое сущест- 
венно зависит от рассматриваемого расширения E. 


Из предложения 1 вытекает следующее следствие. 

СледствиЕ. Пусть К — подполе алгеб раически замкнутого по- 
ля Е; тогда алгебраическое замыкание F поля К в Е является 
алгеб раически замкнутым полем. — 

Действительно, всякий непостоянный многочлен кольца F [X] 
обладает по крайней мере одним корнем в Е; этот корень, 
будучи алгебраичным над Ё, алгебраичен над К ($ 3, предло- 
жение 8), следовательно, принадлежит F. 


Примеры. *1) Поле С комплексных чисел является алгебраи- 
чески замкнутым (Общ. топол., гл. VIII, 8 1, теорема 1). 
2) Конечное поле К не может быть алгебраически замкнутым; 
действительно, пусть (2;), <<„- Конечная последовательность, со- 
n 


ставленная из всех элементов поля К. Многочлен f(X)—1+ II x 
4=1 


Χ(Χ--α) поля K[X] не может иметь корня в поле К, следова- 
тельно (предложение 1), К не является алтебраически замкнутым. 


2. Алгебраически замкнлутые расширения 


Теперь мы собираемся доказать существование алгебраически 
замкнутого поля, содержащего произвольное данное поле. Вве- 
дем следующее определение. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Расширение поля К будем называть алеге- 
браическим замыканием поля К, если оно алгебраично над К 
и алгебраически замкнуто. 

При доказательстве существования алгебраического замыка- 
ния мы будем пользоваться следующим важным предложением: 

_ ПрЕдложЕНИЕ 2. Густь К— поле, (Ес)аеА— произвольное се- 
мейство расширений поля К; тогда существует расширение Е 
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поля К u для каждого ACA К-изоморфизм и. расширения Ey 
в E такие, что Е порождается объединением. Ug (Eg). 


В самом деле, рассмотрим тензорное произведение Е = QE, 
| (Α) 
расширений Ly, рассматриваемых как алгебры над К (гл. Ш, 


приложение 1, n° 2). Г — коммутативная алгебра над КА, обла- 
дающая единицей, которую можно отождествить с единицей 
поля К, и для каждого a€ А существует канонический К-изо- 
морфизм v, расширения E, Ha подполе Е» алгебры F, содержа- 
mee К. Пусть а— некоторый максимальный идеал алгебры F 
(гл. I, $ 8, теорема 1); тогда факторалгебра F/a является полем 
(гл. I, ἃ 9, теорема 2). Так как единица расширения Eu совпадает 
c единицей алгебры F, то пересечение £, Га, являющееся идеалом 
в Ва, содержит лишь нуль (гл. 1, $ 9, предложение 2). Следова- 
тельно, канонический гомоморфизм ф алгебры F Ha F/a, ограни- 
ченный на Κα, является К-изоморфизмом Ey на ф(Еа). Так как 
объединение расширений E, порождает F (гл. Ш, приложение 1, 
п” 2), то объединение полей ф (Ес) порождает F/a. Таким образом, 
условия предложения 2 выполняются, если взять Ё = F/a и ив = 
--φοῦᾳ для всех a€ À. | 

Чаще всего мы будем отождествлять Ey © и. (Ех) © помощью 
изоморфизма Uy и рассматривать поля Ёо как погруженные в рас- 
mupenue =. 

ТЕОРЕМА 1 (Штейниц). Пусть K— поле, © — алгебраическое 
замыкание поля К, Е— произвольное алгебраическое расширение 
поля К; тогда существует К-изоморфизм Е в Q. 

Действительно, ввиду предложения 2 существует расширение N 
поля А, содержащее Q и К-изоморфизм и расширения Е в N 
такие, что N порождается множеством Q|Ju(#). Так как расши- 
рения Q и u(E) алгебраичны над К, το N — алгебраическое pac- 
птирение поля К ($ 3, предложение 6) и тем более N алгебраично 
над Q, а так как © — поле, алгебраически замкнутое, то V=Q 
{предложение 1). Теорема доказана. 

Следствие. Лусть Е и Е’ — два поля, и — изоморфизм Е na Е’, 
F — алгебраическое расширение поля E, Q — алгеб раическое.замыка- 
ние поля Е’; тогда существует изоморфизм расширения Е в Q, 
продолжающий и. 

Пусть Ё’— «сумма» (Теор. мн., Рез., $ 4, n° 5) множеств FL’ 
и F(\CE; u -— взаимно однозначное отображение F на Г’, 
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продолжающее u. Перенося на F’ структуру поля F с помощью 
отображения U1, мы снабжаем F’ структурой поля, изоморфного F, 
и превращаем u, в изоморфизм F на F’, продолжающий u. По- 
скольку F’— алгебраическое расширение поля E’, то по теореме 1 
существует Ё’-изоморфизм v поля F’ BQ. Изоморфизм vou, поля F 
в © является искомым изоморфизмом. 

Возможность «продолжать» всякое алгебраическое расширение 
поля К в алгебраическое замыкание поля К характеризует алге- 
браическое замыкание поля А. Именно: 

ПреЕдложеЕНИЕ 3. Пусть Е — алгеб раическое расширение поля К. 
Если Оля всякого расширения F конечной степени поля К суще- 
ствует К-изоморфизм Е в Е, то расширение Е алегебраически 
замкнуто. | 

Будем рассуждать от противного и предположим, что суще- 
ствует алгебраическое расширение Ё’ поля EH, отличное от E. 
Пусть 1 — элемент расширения Ё’и ХЕ. Так как x алгебраичен 
над Е, он алгебраичен и над К ($ 3, предложение 8). Пусть f — 
минимальный многочлен элемента z над А, т — число различных 
корней многочлена f, содержащихся в поле Е (т не может быть 
нулем), и Yı, И2,..., /ж— все эти корни. Подполе К (x, Yı, У2,..., Ym) 
является расширением поля А, содержащимся в Ё’ и имеющим 
конечную степень над К ($ 3, предложение 5), и многочлен f 
имеет в нем не менее чем 71 -|- 1 различных корней. Следовательно, 
не может существовать К-изоморфизм поля К (x, И, ..., Ym) 
BE, так как в Е многочлен f обладает только m различны- 
ми корнями. 

Таким образом, мы пришли к противоречию, которое доказы- 
вает предложение. 

Теперь мы обладаем всем необходимым, чтобы доказать суще- 
ствование и единственность (с точностью до изоморфизма) алге- 
браического замыкания произвольного поля. 

ТЕОРЕМА 2 (Штейниц). Всякое поле К обладает некоторым 
алгеб pauueckum замыканием. Кроме того, для любых двух anee- 
браических замыканий Q и 9’ поля К существует К-изоморфизм 
Ω на 9’. 

Рассмотрим алгебру многочленов А= K[X»lnen И семейство 
полей К [Хо, Х1, ..., Xml/4, где т принимает все целые положи- 
тельные значения и где для каждого т, à пробегает множество 
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всех максимальных идеалов алгебры К [Xo, Χι,..., Xm] *). Обозна- 
чим это семейство через (Æ3)1er.. Для всякого алгебраического рас- 
ширения F конечной степени поля К существует А-изоморфизм 
F на (по крайней мере) одно поле E, (8 3, замечание 1 к пред- 
ложению 9). Ввиду предложения 2 существует расширение Ё 
поля К такое, что для каждого AEL существует К-изоморфизм 
u, поля E, в Е. Пусть © — алгебраическое замыкание поля К 
BE ($3, п’ 3); тогда Q содержит все расширения u, (E,), являю- 
щиеся алгебраическими над К. Следовательно, для всякого рас- 
пирения Ё конечной степени поля К существует А-изоморфизм 
расширения / в ©. В силу предложения ὃ © является алгеб pau- 
ческим замыканием поля К. Если ©’— другое алгебраическое- 
замыкание поля А, το по теореме 1 существует А-изоморфизм 
v расширения 9’ в ©, а так как поле и (Q’) алгебраически замк- 
нуто, а (} алгебраично над К и, следовательно, над L(Q'), το 
и (2’) =@, чем и завершается доказательство. 
Замечание. В частности, всякое конечное поле К допускает 
алгебраическое замыкание ©, которое должно быть бесконечным 
полем (n° р пример 2). Так как всякое алгебраическое расширение 


конечной степени поля К является конечным полем, то О является 
алгебраическим расширением бесконечной степени над К. 


Пусть © — алгебраическое замыкание поля К; тогда всякий 
отличный от константы многочлен f кольца A[X] принадлежит 
кольцу О [Х] и, следовательно (предложение 1), равен произведе- 
нию множителей первой степени из 9 [Х]. Пусть x; (1<i<m)— 
различные корни многочлена f в Q; тогда сумма порядков KpaT- 
ности 2; равна степени многочлена f (см. гл. ТУ, § 2, теорема 2). 
Поле E =К (71, ..., 4m), порожденное элементами Z;, называется 
полем корней (над К) многочлена f в расширении Q. Оно алге- 
браично, имеет конечную степень над К ($ 3, предложение 5) 
и определено (независимо от 62) с точностью до изоморфизма. 
Действительно, пусть F — произвольное расширение поля К такое, 
что многочлен f равен произведению множителей первой степени 


*) Множества К [Ху, Χι, ..., Хт|/а являются частями множества % (A) 
(мы отождествляем К [Ху, ..., Xm] © подалгебрами алгебры A). Укажем 
явно, что когда одно из этих множеств содержится в другом, мы не nped- 
полагаем, что первое является подполем второго (хотя можно доказать, 
что это действительно имеет место). 
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{не обязательно различных) в кольце FIX]. Пусть y; (A<j<g)— 
различные корни многочлена f в поле F. По теореме 1 существует 
К-изоморфизм и подполя K(yı, ..., Yq) поля F на подполе Ё’ 


поля Q, а так как f равен произведению множителей первой 


< 


степени в кольце Ё [Х], то элементы x; —u(y;) (A<j<g) являются 
единственными корнями многочлена f в поле ©. Этим доказано, 
что 4=т и XL; = ZX; для 1<j<m (с точностью до перестановки), 
откуда E’=E. Допуская вольность речи, мы будем иногда гово- 
рить о поле корней многочлена } без указания расширения поля К, 
содержащего это поле. 


Заметим, что поле корней K(x, ..., хт) многочлена } отли- 
чается, вообще говоря, от поля К (х;), порожденного одним из кор- 
ней x; многочлена } в Q (см. $ 6, упражнение 7). В частности, 

‚ степень К (αι, ..., Xm) над К в общем случае строго больше степени 
многочлена f. Заметим также, что поле К (αι, ..., Ym), вообще говоря, 
не изоморфно факторкольцу K[X]/(f), даже если многочлен } непри- 
водим (если } не является неприводимым, то это факторкольцо 
содержит делители нуля). 

Упражнения. *1) а) Пусть Е — такое алгебраическое расши- 
рение поля К, что всякий многочлен, отличный от константы, кольца 
К [Х] разлагается в произведение множителей первой степени в Е [Х]. 
Доказать, что Е является алгебраическим замыканием поля К (если 
элемент x алгебраичен над E, то он алгебраичен и над К; paccMo- 
треть минимальный многочлен элемента 2 над К). 

6) Пусть К — бесконечное поле, £ —такое алгебраическое расши- 
рение поля А, что всякий многочлен, отличный от константы, кольца 
K[X] обладает хотя бы одним корнем в Е. Доказать, что Е — алгеб- 
раическое замыкание поля К (пусть Q— некоторое алгебраическое 
замыкание поля HL, }— многочлен кольца K[X], x; (1 <i< т) —его 

т 
различные корни в 6; рассмотреть т элементов =) 2jj7j, THO Zij 
j=1 
суть m? произвольных элементов поля К и доказать, что можно 
выбрать такие 2;;, что det(z;;) #0 и все у; принадлежат полю E; 
использовать предложение 8 гл. ТУ, $ 2). 

2) Доказать существование алгебраического замыкания поля К, 

не пользуясь результатами $ 4, следующим образом: рассмотреть 


в множестве A=K[X]xN часть К, состоящую из элементов 
1=(Х — x, 0), где x пробегает А, и перенести на К структуру поля К 


с помощью отображения x —> x. Пусть © —множество структур по- 
ля У, определенных на частях множества A, которое упорядочено 
«по продолжению», т. €. положим Σ-«Σ’, если Σ определено 


1 ТРАНСЦЕНДЕНТНЫЕ РАСШИРЕНИЯ 107 


на ЕС Аи >’ на Е’С_ Аи если поле Е, снабженное структурой У, 
является подполем поля Е’, снабженного структурой Σ΄. ρους. 
что @—индуктивное множество; TO же верно для части Co множе- 


ства ©, состоящей из структур ХУ, продолжающих структуру К 
и таких, что для всякого элемента == (1 (Х), т) части множества À, 
на которой » определена, имеем 7 (2) =0 (в смысле структуры 2). 
Наконец, доказать, что всякий максимальный элемент направленного 
множества Cp является структурой алгебраически замкнутого поля, 
продолжающей структуру К. | 

3) Пусть К — поле, f —многочлен кольца К [Х, У]. Предположим, 
что имеется соотношение вида ф (Х) f(X, Y)=g(X, У) А (Х, У), где g 
и А — многочлены кольца К [Х, У] такие, что коэффициенты MHOTO- 
члена g, рассматриваемого как многочлен от У, взаимно просты 
и где ф— многочлен кольца К [Хх]. Доказать, что тогда все коэффи- 
циенты многочлена h, рассматриваемого как многочлен от У, делятся 
на φ(Χ). (Рассмотреть ф, f, &, À как многочлены от Х над полем К (У) 
и разложить их в произведение многочленов первой степени в алге- 
браическом замыкании © поля К (У). Заметить наконец, что если К’ — 
алгебраическое замыкание поля К, то о. н. д. в кольце К’ [x] много- 
членов кольца К [Х] принадлежит К [X].) 

4) Пусть К — поле, и и v— рациональные дроби, отличные от кон- 
CTaHT, поля K(X). Для того чтобы дробь u(v) была многочленом, 
необходимо и достаточно, чтобы выполнялось одно из двух условий: 


а) либо и и DV — многочлены, 6) либо и=}/(Х —а)п, v—a=—, где f 


и g являются многочленами, а &— элемент поля К и степень } He пре- 
восходит п (рассмотреть алгебраическое замыкание поля К, в котором 
разложить на множители числитель и знаменатель рациональных 
дробей и и 5). 


$ 5. Транецендентные расширения 


4. Алгебраически свободные семейства. 
Чистые расширения 


Мы собираемся обобщить определение трансцендентных эле- 
ментов над полем А, данное в $ ὃ (определение 1). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. В расширении Е поля К семейство (x)ıer 
элементов расширения Е называется алгебраически свободным 
над К, если идеал алгебраических соотношений между x, с коэф- 
Фициентами в К равен (0) (или, что то же, если одночлены 
II x," относительно x, линейно независимы над К ). 

% 
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Если семейство (x) элементов расширения Е не является 
алгеб раически свободным над К, мы будем его называть алгеб pau- 
чески связанным над К. 

Определение 1 может быть выражено еще так: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Дия того чтобы семейство (xi)\er элементов 
расширения Е поля К было алгебраически свободным над К, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы из равенства f((x))=0, где |--- 
многочлен кольца Κ[Χι]ιει, вытекало равенство |= 0. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Расширение Е поля К называется чистым 
расширением поля К, если существует семейство (σι)ιει элемен- 
тов расширения Е, алгебраически свободное над К и такое, что 
E = К (xi\er. Такое семейство называется чистым базисом поля Е 
над К. | 

Пустое семейство является алгебраически свободным (гл. ТУ, 
$ 1, п’ 2), следовательно, К является своим собственным чистым 
расширением. Если множество J не пусто, и (5), ег — чистый 
базис чистого расширения EL поля К, то всякий элемент этого 
базиса x, трансцендентен над К. В этом случае мы называем 
Е — чисто трансцендентным расширением поля К. Отображение 
f—f((x)) кольца K[X,ler в поле E является изоморфизмом 
этого кольца на кольцо К [X ler, порожденное объединением К 
и множества x, (гл. ТУ, $ 2, теорема 1). Поле частных Ё = К (αι)ιε 
области целостности K|& ler, следовательно, изоморфно полю 
рациональных дробей К (Х,),сг. Итак: 

ПрЕДлОЖЕНИЕ 2. Для того чтобы расширение Е поля К было 
чисто трансцендентным расширением поля К, необходимо 
и достаточно, чтобы E было изоморфно полю рациональных дро- 
бей над К. Если (х,) ет чистый базис расширения Е, mo поле Е 
изоморфно К (X,)er. 


Замечание. Ясно, что в произвольном расширении E поля К 
всякое семейство, алгебраически свободное над К, является линейно 
независимым над К. Иначе говоря, это семейство свободно для 
структуры векторного пространства расширения E (относительно К). 
Но обратное неверно, так как, если Е — алгебраическое расширение 
поля К, то произвольное непустое семейство элементов из Ё (и тем 
более семейство линейно независимых элементов над К) не может 
быть алгебраически свободным над К. При необходимости избежать 
путаницы мы будем говорить, что часть расширения Е поля К, 
свободная для структуры векторного пространства расширения Е 
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относительно К (соответственно базис Ё над К для этой структуры), 
является линейно свободной над К (соответственно линейным басисом 
Е над К). 

Заметим, что если семейство (7), с; элементов расширения E 


алгебраически свободно, то любые два его элемента с различными 
индексами различны, поскольку семейство (z,) линейно свободно 
(гл. И, 5 в” 6). 


Часть © расширения Ё поля К называется алгебраически 
свободной частью (или алгебраически свободной системой), если 
семейство, определяемое тождественным отображением S Ha 
себя, является алгебраически свободным (в этом случае всякое 
семейство, определяемое взаимно однозначным отображением 
множества индексов на ©, является также алгебраически сво- 
бодным). Элементы алгебраически свободной части расширения Ё 
называются также алгебраически независимыми. Если часть pac- 
ширения Ё не является алгебраически свободной, то говорят, 
что она алгебраически связана (или является алгебраически свя- 
занной системой) и что ее элементы алгебраически зависимы. 
Если семейство элементов расширения Ё является чистым бази- 
сом расширения E, то множество его элементов тоже называется 
чистым базисом расширения FL. 

Всякая часть алгебраически свободной части является алге-. 
браически свободной. Кроме того: 

ПрЕдложЕНИЕ 3. Для того чтобы семейство (2) cr элементов 
расширения E поля К было алгебраически свободным над К, 
необходимо и достаточно, чтобы всякое конечное подсемейство 
семейства (σι)ιει было алгебраически свободным над К. 

Предложение. следует непосредственно из предложения 1. 
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ПрЕдложеЕНИЕ 4. Пусть Е — некоторое расширение поля 'К, 
М и N — части поля Е. Следующие свойства эквивалентны: 

а) множество М |) № алгебраически свободно над К и М[]М=Ф, 

6) множество М алгебраически свободно над К, а множе- 
ство N алгебраически свободно над К (М), 

в) иножество N алгебраически свободно над К, а множество М 
алгебраически свободно над К (М). 
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Очевидно, достаточно доказать, что а) и 6) эквива- 
лентны. 

1° a) влечет 6). Действительно, множество M, будучи частью 
объединения М| М, алгебраически свободно над полем К. 
Если N не является алгебраически свободным над полем К (М), 
то существует (предложение 3) конечное семейство (Y;)i<j<n 
различных элементов расширения N, алгебраически связанных 
над А (М). Следовательно (гл. ПТ, $ 2, предложение 5), суще- 
ствует ненулевой многочлен f кольца À [М] [Y,, ..., Yn] такой, 
что f(Y1, ..., Un) =0. ВКоэффициентами многочлена f являются 
многочлены относительно конечного числа различных элементов 
х;(1<1<т) расширения M с коэффициентами из поля К. 


Соотношение f(y1, ..., Yn) =O можно записать в виде g (24, ... 
εντ Um, Yt) +++ Уп) =0, где в— ненулевой многочлен кольца 
KIX,, ..., Xm, Уь ..., Yn], HO это соотношение противоречит 
предположению. 


2° 6) влечет а). Ясно, что МГ] К(М)=ф и тем более 
МО ИМ=Ф. Достаточно доказать, что если 2; (1 <i< т) — конеч- 
ное число различных элементов расширения М, y;(1<j<n)— 
конечное число различных элементов расширения N, το мно- 
жество элементов 2; и y; алгебраически свободно над К (пред- 
ложение 3). Если это не так, то существует ненулевой много- 


ТЕ, ста с. р такой ο le a Tin, 
ок О. vers sas. rs Vis, Vs) многоален 
кольца K(M)I[Y,, ..., Yn]; тогда соотношение f(x, ..., Im 
Yi, ..., Un) —Ù можно записать в виде σ(γι, ..., Yn)=0. Так 


как множество N алгебраически свободно над полем К (M), το 
каждый коэффициент многочлена © равен нулю, но эти коэф- 
фициенты имеют вид Q(x, ..., Lm), где ф— многочлен кольца 
Κ|Χι, ..., Xm]. Так как эти многочлены не могут быть все 
равными нулю и поле М алгебраически свободно над А, мы 
снова приходим к противоречию. 

Следствие. Густь Е — расширение поля К, В— часть расши- 
рения Е, алгебраически свободная над К. Если элемент zEE 
трансцендентен над K(B), то множество Bl} {x} алгебраически. 
свободно над К. | 

ПведложЕНИЕ 5. Пусть Е — расширение поля К. Для того. 
чтобы часть L расширения Е была алгебраически свободной над Κ. 
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необходимо u достаточно, чтобы любой элемент x Е Г был транс- 
цендентным над полем K(L[)C !x}). 

Условие необходимо ввиду предложения 4. Для того чтобы 
доказать, что оно достаточно, предположим, что оно выполнено, 
и будем рассуждать от противного. Если множество L алгебраи-- 
чески связано над А, то существует конечная часть М множе- 
ства L, алгебраически связанная над К (предложение 3). Пусть. 
N — максимальная алгебраически свободная часть множества М 
и Р= МГ] СМ. По предположению, Р не пусто, и всякий эле- 
мент ЕР алгебраичен над полем К(М№) ввиду следствия из. 
предложения 4; тем более элемент х алгебраичен над полем 
K(L{\C {α)) ($ 3, предложение 2), в противоречии с предполо- 
жением. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Пусть E— расширение поля К, Г, — часть 
расширения ЕЁ, алгебраически свободная над К. Если K° CE — 
алгебраическое расширение поля К, то множество L алгебраи- 
чески свободно над Κ΄’. | 

Действительно, в противном случае существовал бы (пред- 
ложение 5) элемент zEL, алгебраический над полем К’(М), 
где Μ--],[]ς {a}. Так как K’(M)=K (M)(K’) и всякий элемент 
из А’ алгебраичен над Ä и, следовательно, над К(М) ($ 3, пред- 
ложение 2), то K’(M) является алгебраическим расширением 
поля K(M) и, следовательно, 2 алгебраичен над K(M) 
($ 3, предложение 8) в противоречии с предположением. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Часть В расширения Е поля К называется 
базисом трансцендентности расширения Е, если множество В 
алгеб раически свободно над К, a поле Е алгебраично над полем К (В). 


Чистый базис чистого расширения поля К (определение 2) 
< является базисом трансцендентности такого расширения. Однако 
<> необходимо заметить, что вообще трансцендентное расширение поля К 

не обязано быть чистым (упражнения Зи 4). 


ΠΡΕΠΠΟΆΚΕΗΠΕ 7. Пусть Е — расширение поля К. Всякий базис 
трансцендентности расширения Е является максимальным, эле- 
ментом множества (упорядоченвого по включению) частей рас- 
ширения Е, алгебраически свободных над К. Обратно, если S — 
часть расширения Е такая, что поле Е алгебраично над К (δ), 
то всякая максимальная алгебраически свободная часть множе- 
ства 5 является базизом трансцендентности расширения Е. 
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Первая часть утверждения немедленно вытекает из предло- 
жения 9, поскольку, если В— базис трансцендентности расши- 
рения Ё над К, то всякий элемент хЕЁ алгебраичен над полем 
К (В). С другой стороны, если ЕЁ — алгебраическое расширение 
поля К (5), а В — максимальная алгебраически свободная часть 
множества S, то ввиду следствия из предложения 4 всякий эле- 
мент zES является алгебраическим над К (В). Следовательно 
{$ 3, предложение 8), расширение Ё — алгебраическое над К (В). 

ТЕОРЕМА 1 (Штейниц). Всякое расширение Е поля К допускает 
базис трансцендентности над К. Иными словами, всякое расши- 
рение поля К является алгебраическим расширением некоторого 
чистого расширения. | 

Эта теорема является следствием следующей более точной 
теоремы: 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Е — расширение поля К, 5 — часть Е такая, 
что поле E алгебраично над К (5), Гр-— часть множества δ, 
алегбраически свободная над К. Тогда существует такой базис 
трансцендентности В расширения Е над К, что LCBCH. 

Действительно, множество À алгебраически свободных частей 
множества ©, упорядоченное по включению, является множе- 
ством конечного характера (Teop. мн., Рез., § 7, n° 11) ввиду 
предложения 3. Следовательно, оно индуктивно (Теор. мн., Pes., 
$ 7, n° 9), а тогда индуктивно и множество @ алгебраически 
свободных частей множества 5, содержащих Г. По теореме 
Цорна & допускает максимальный элемент Б, который является 
базисом трансцендентности расширения E над К ввиду предло-_ 
жения 7. 


Заметим, что если 5— конечное множество, то доказательство 
теоремы 2 проводится без использования аксиомы выбора. 


Следствие («ТЕОРЕМА ЗАМЕНЫ»). Пусть Е — расширение поля К, 
5 —такая часть расширения Е, что Е алгебраично над К (5), 
Г, — алгеб раически свободная над К часть расширения Е. Тогда 
существует такая часть 5’ множества S, что объединение L\ } δ΄ 
является базисом трансцендентности расширения Е над К 
о Te 0: 

Действительно, Ё — алгебраическое расширение поля K(L|JS) 
($ 3, предложение 2) и LC L{JS. 
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Замечание, Если Е— чисто трансцендентное расширение 
поля К, РГ — алгебраическое расширение поля E, отличное от E, то 
F вполне может быть чисто трансцендентным расширением К (см. $3, 
n° 1, пример 2). 


3. Степень трансиендентиости расширения 


ТЕОРЕМА 8. Если расширение Е поля К имеет конечный базис 
трансцендентности над К, состоящий из п элементов, то всякий 
другой базис трансцендентности расширения Е над К состоит 
из п элементов. | 

Достаточно доказать, что если В — базис трансцендентности 
поля E над КА, состоящий из п элементов, то всякий другой 
базис трансцендентности РВ’ расширения Е над К обладает не 
более чем п элементами. Доказывать будем индукцией по п; при 
n—0 расширение Ё является алгебраическим над К, следова- 
тельно, всякий базис трансцендентности расширения Ё над К 
пуст по определению. Пусть x — некоторый элемент множества В’; 
тогда существует часть С множества В такая, что объединение 
sx} [JC составляет базис трансцендентности поля Ё над Ku x&C 
(теорема замены). Поскольку В — базис трансцендентности рас- 
ширения Ё, то С не может совпадать с В (предложение 7), сле- 
довательно, С состоит из не более чем п—1 элементов. Пусть 
К’=К (1) и C’’=B’MCf{x}, тогда множества С и С’ алгебраи- 
чески свободны над полем А’ (предложение 4), и так как А’ (С) = 
=А(В) и К’(С’)=К(В’), то расширение EL алгебраично над 
К’(С) и К’(С’); иначе говоря, С и C’— два базиса трансцен- 
дентности расширения E над К’. Так как С состоит из не более 
чем n—1 элементов, то, по предположению индукции, С’ тоже 
состоит из не более чем n—1 элементов, следовательно, В’ 
состоит из не более чем п элементов. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Пусть Е — расширение поля К, обладающее 
конечным базисом трансцендентности над К. Число элементов 
базиса трансцендентности расширения Е над К называется 
степенью трансцендентности или алгебраической размерностью 
расширения Е (над К) u обозначается dim а1кЕ (или АтткЕ, если 
не может возникнуть недоразумение). 

Смешение, которое может произойти между этим понятием 
и понятием разм2рности расширения Е, рассматриваемого как 
8 H. Бурбаки 
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векторное пространство над К (т. е. (ἃ 2) степенью Е над К), можно 
избежать, если помнить, что когда Е имеет конечную и отличную 
от нуля алгебраическую размерность над полем К, тогда оно имеет 


бесконечную размерность над К как векторное пространство ($ 3, 
предложение 4} 


Расширение Ё поля К, которое обладает бесконечным бази- 
сом трансцендентности над К, не может обладать другим конеч- 
ным базисом трансцендентности над А (теорема 3); о таком 
расширении говорят, что оно имеет бесконечную степень транс- 


цендентности (или бесконечную алгебраическую размерность) 
над А. 


Когда говорят, что расширение поля К имеет алгебраическую 
размерность > п над К, это значит, что оно имеет конечную алгеб- 


раическую размерность > п, или бесконечную алгебраическую раз- 
мерность. 


Из теорем 2 и 3 и определения 4 вытекают следующие след- 
ствия: 

Следствие 1. В расширении Е поля К алгебраической раз- 
мерности п всякая система образующих состоит из не менее 
чем п элементов; если существует система из п образующих, то 
она является чистым базисом расширения Е (которое, таким 
образом, является чистым расширением поля К). 

В частности, расширение конечного типа поля К ($ 2, опре- 
деление 1) имеет конечную алгебраическую размерность над К. 
Обратное не верно, как показывает алгебраическое расширение 
бесконечной степени. 

Следствие 2. В расширении Е поля К, алгебраической раз- 
мерности п, всякая часть, алгебраически свободная над К, имеет 
‚не более чем п элементов; алгебраически свободная часть, состоя- 


wat из п элементов, является базисом трансцендентности, рас- 
ширения Е над К. 


Замечания. 1) Теорема 3 утверждает, что два базиса транс- 
цендентности одного и того же расширения E поля К являются 
равномощными, если один из них конечен; в действительности 
утверждение верно и без этого ограничения (см. упражнение 1). 
2) Читатель уже заметил аналогию между свойствами алгебраи- 
чески свободных частей (соответственно базисов трансцендентности) 
некоторого расширения и свойствами свободных частей (соответ- 
ственно базисов) векторных пространств, доказанных в гл. II, § 3. 
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Мы подчеркивали эту аналогию, копируя там, где было возможно, 
одно изложение с другого. Впрочем, оба изложения можно вывести 
из одной общей теории (упражнение 14). 


ТЕОРЕМА 4. Густь Е — расширение поля К, F — расширение Е. 
Если одно из чисел dimgF, dimgE+dimgF определено, mo опре- 
делено и другое, и | | г 
dimxF = dimx£E + dimzf. (1) 


Ввиду определения 4 эта теорема вытекает из следующего 
более общего предложения: | 

ПреЕдложениЕ 8. Пусть Е — расширение поля К, F— расши- 
рение Е. Если М — базис трансцендентности расширения Е 
над К, М-— базис трансцендентности расширения Е над Е, 
то пересечение M[)N — пусто, а объединение М |] М№ составляет 
базис трансцендентности поля Е над К. 

Действительно, поле Z(N) алгебраично над K(M|)N)= 
— (М) (№), так как Е (№) =К(МОМ) (Е), и всякий элемент 
расширения Ё алгебраичен над К (М), следовательно, и над 
K(M\JN) ($3, предложение 2). Тем самым ($3, предложение 8) 
поле f алгебраично над Κ(ΜΙ]Ν). С другой стороны, множе- 
ство N, будучи алгебраически свободным над Ё, тем более алге- 
браически свободно над К (М), следовательно (предложение 4) 
множество M|)N алгебраически свободно над К и МПИ=ф. 


4. Алгебраически разделенные расширения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Пусть Q— расширение поля К, Е и Е— под- 
расширения расширения Q. Подрасширения E и Е называются 
алгеб раически разделенными (над К), если, каковы бы ни были 
части А расширения Е и В расширения Е, алгебраически свобод- 
ные над К, пересечение А[]В пусто, а объединение Αἱ ]Β auee- 
браически свободно над К. 


Замечания. 1) Ввиду предложения 3 достаточно, чтобы 
условие определения 5 выполнялось для конечных и алгебраически 
свободных над К частей A и В; расширения Е и Е будут тогда 
алгебраически разделенными. Иначе говоря, достаточно, чтобы 
всякая пара расширений конечного типа Е’ и Е’ поля К, содержа- 
щихся соответственно в Е и F, была алгебраически разделена. 
Выражаясь образно, можно сказать, что алгебраическая разделен- 
ность является свойством «конечного характера». 

8» 
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2) Понятие алгебраически разделенных расширений существенно 
зависит от поля К: два расширения E и F поля К, алгебраически 
разделенные над К, не обязаны быть алгебраически разделенными 
над подполем Ку поля К. 

3) Ясно, что если расширения E и F алгебраически разделены 
над А, когда их рассматривают как подрасширения ©, то они 
алгебраически разделены, когда их рассматривают как подрасшире- 
ния поля К (E|JF), и обратно. 


Из определения 5 вытекает, что если по крайней мере одно 
из расширений E и F алгебраическое над К, то Е и F алгебраи- 
чески разделены над К. В частности, всякое алгебраическое 
расширение поля К является алгебраически разделенным с самим 
‘собой. 

Определение 5 показывает, что если расширения E u F алге- 
браически разделены над А, то поле E[)F алгебраично над К, 
так как если элемент cEE[)F является трансцендентным над 
К, то множество {x} оставляет непустую часть расширений E и F, 
‘алгебраически свободную над À, что противоречит определению 5. 

ПреЕдложениЕ 9. Пусть Q— расширение поля К, Eu F—nod- 
расширения Q. Если поля Е и F алгеб раически разделены над К, 
mo всякая часть М (соответственно N) расширения E (соответ- 
ственно F), алгеб раически свободная над К, является алгеб раически 
свободной над F (соответственно Ё). Обратно, если существует ба- 
suc трансцендентности А расширения Е, алгеб раически свободный 
nad Е, то расширения Е и Е алгебраически разделены над К. 

Действительно, предположим, что поля Ё и F алгебраически 
‘разделены над А и В— некоторый базис трансцендентности рас- 
ширения F. Ввиду определения 5 и предложения 4 множество 
М алгебраически свободно над К (В), следовательно, и над М, 
так как поле F алгебраично над А (B) (предложение 6). Для 
того чтобы доказать вторую часть предложения, заметим, что 
если N — часть расширения F, алгебраически свободная над К, 
то множество A алгебраически свободно над полем К (№), сле- 
довательно (предложение 4), множество NN алгебраически сво- 
бодно над полем К (A) (предложение 6). Наконец, если М — часть 
расширения Ё, алгебраически свободная над А, то множество N 
алгебраически свободно над полем К (М), следовательно (пред- 
ложение 4), M(]N—$ и множество M||N алгебраически сво- 
бодно над К. 
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СледствиЕ 1. Пусть Е u F—noûpacwuupenua расширения Q, 
A—6a3uc трансцендентности Е над К, В — базис трансцендент- 
ности F над К; тогда поле K(E|JF) алгебраично над К (AJB). 
Для того чтобы поля Е и Е были алгебраически разделены над K, 
необходимо и достаточно, чтобы пересечение А []В было пустым, 
а объединение А|]В—алгебраически свободным над К; тогда 
множество А|]В образует базис трансцендентности расшире- 
ния K(E\)F) над К. 

Поскольку K(ELJF)=K(AlJB)(E\JF), а всякий элемент pac- 
ширения Ё (соответственно А) алгебраичен над А (A) (соответ- 
ственно К (B)) u тем более над К (А|]В) ($ 3, предложение 2), 
то расширение K(E|)F) алгебраично над K(A|JB) (§ 3, пред- 
ложение 0). Если множество A[)B пусто, a AlJB алгебраически 
свободно над А, то А алгебраически свободно над полем К (В) 
(предложение 4), следовательно, и над полем À, которое алгеб- 
раично над K (В) (предложение 6); поэтому поля E и F алгебраи- 
чески разделены над К ввиду предложения 9. 

СледствиЕ 2. Если поля Е u Е алгебраически разделены 
над К, то алгебраические замыкания Е’и Κ’ расширений E u Е 
в поле Q ($3, n° 3) алгебраически разделены над К. 

Действительно, всякий базис трансцендентности расширения В 
(соответственно F) над А является базисом трансцендентности 
расширения E’ (соответственно F’) над К. 

ПредложеЕНИЕ 10. Пусть Q— расширение поля К, Eu F — под- 
расширения Q. 

а) Если алгебраическая размерность поля Е над К конечна, 
то dimzE (F)<dimxF. Для того чтобы поля Е и Е были алге- 
браически разделены над К, необходимо и достаточно, чтобы 
dimgk (F)=dimxF. 

6) Если, кроме того, алгебраическая размерность Е над К 
конечна, то dimgxK (E\JF)<dimxE +dimxF. Для того чтобы 
поля Еи Е были алгебраически разделены над К, необходимо 
и достаточно, чтобы 


Действительно, пусть В — некоторый базис трансцендентности 
поля F над К. Тогда всякий элемент поля F алгебраичен над 
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полем К (В) и, следовательно, над полем E(B). Таким образом, 
расширение E(F) алгебраично над полем E(B) ($ 3, предложе- 
ние 8); отсюда следует (теорема 2), что В содержит базис транс- 
цендентности поля E(F) над δ. Hpome того, если множе- 
ство В составляет базис трансцендентности расширения E(F) 
над’ А, то поля E и F алгебраически разделены над К, 
и обратно (предложение 9), что доказывает а). Утверждение 6) 
является непосредственно вытекающим из следствия 1 предложе- 
ния 9. 
Читатель заметит аналогию между этим предложением и пред- 
ложением 4 $2 относительно линейно разделенных расширений 
(см. упражнение 14). 
`Понятие алгебраически разделенного расширения можно свя- 
зать с понятием линейно разделенного расширения ($ 2, n° 3). 
Действительно, пусть расширения E и F алгебраически разде- 
лены над К, и пусть А (соответственно В) — базис трансцендент- 
ности расширения Ё (соответственно F) над К. Тогда определе- 
ния 1 и 5 показывают, что алгебры K[A] и К[В| линейно 
разделены над К, и обратно, ввиду следствия 1 из предложения 9. 
Это равносильно ($ 2, предложение 5) утверждению, что чистые 
расширения К (A) и К(В) линейно разделены над К. 
`° Из приведенных рассуждений легко выводится, что линейно 
разделенные расширения Ё и F поля К тем более алгебраически 
разделены, однако обратное не верно, как показывает пример 
двух алгебраических расширений, совпадающих с К. Однако 
имеет место следующий результат: | 
` Предложение 11. Пусть Q — расширение поля К, Е и F — под- 
расширения расширения Q, алгебраически разделенные над К. 
Если Е— чистое расширение поля К, то поля Е и Е линейно 
разделены над К. 
°’ Действительно, пусть В — чистый базис расширения E. Так 
как E— поле частных кольца А [В], достаточно доказать, что 
кольца F u K[B] линейно разделены над К ($ 2, предложение 5). 
Множество В алгебраически свободно над F (предложение 9), 
следовательно, одночлены относительно элементов из В линейно 
независимы над À. Так как эти одночлены образуют базис 
(линейный) кольца А[В] над полем К, то кольца К[ В] и F 
‘линейно разделены над К ($2, n° 3). 
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Следствие. Всякое чистое расширение поля К линейно pas- 
делено со всяким алгебраическим расширением поля К и, в част- 


ности, не содержит алгеб раических над К элементов и не сов- 
падает с К. 


Иначе говоря, поле К алгебраически замкнуто во всяком 
своем чистом расширении. 


Упражнения. 1) Пусть Е— расширение поля К, В— беско- 
нечный базис трансцендентности ‘расширения Е над К. Доказать, 
что всякая часть С расширения E такая, что E алгебраично над 
К (С), имеет мощность не меньшую, чем мощность базиса В (для 
каждого элемента хЕС рассмотреть его минимальный многочлен 
над К (В) и наименьшую конечную часть Fy, базиса В такую, что 
коэффициенты этого многочлена принадлежат К (F,.); доказать, что В 
является объединением частей F,). Вывести отсюда, что два про- 
извольных базиса трансцендентности расширения E поля К равно- 
мощны. Мощность базиса называется также степенью трансцен- 
дентности (или алгебраической размерностью) расширения Е поля К. 

2) Пусть Е— расширение поля А, Вр-— базис трансцендент- 
ности Е над К. Доказать, что множество Е равномощно КХ В, 
если хотя бы одно из множеств К, В бесконечно и счетно в про- 
тивном случае (см. $ 3, упражнение 1 и гл. II, $ 1, упражнение 14). 
Вывести отсюда, в частности, что всякий базис трансцендентности 
поля R действительных чисел над полем О рациональных чисел 

_ имеет. мощность континуума.о 

3) Пусть К— поле Q(X) рациональных дробей от одной пере- 
менной Х над полем О рациональных чисел. Доказать, что 
в кольце К[ У] многочлен Y2+X2+-1 неприводим и что если 
Е— расширение поля К, порожденное корнем этого многочлена 
{в алгебраическом замыкании поля К), то всякий элемент расшире- 
ния E, не принадлежащий. О, трансцендентен над Q, но E 
не является чистым расширением О (чтобы доказать отсутствие 
в Е элементов, алгебраических над О, заметить, что ввиду предло- 
жения 11 Е=О (а) (Х), a Q, а ЕЕ, и обратить внимание на то, 
что элемент— (Х2--1) не является ‹ квадратом в поле A(X), где 
А — алгебраическое :: замыкание поля 0). Доказать, что если 
&— корень многочлена x2-+-1, то Е ({)—чисто трансцендентное рас- 
пирение поля Q(i) («параметрическое представление кривой BTO- 
ῬΟΓΟ порядка»). 

*°4) Пусть К — поле С (X) рациональных дробей от одной пере- 
менной Х над полем (алгебраически замкнутым) С комплексных 
‚чисел. Доказать, что в кольце К [У] многочлен Y3-+ X3+-1 непри- 
Bolum. Пусть Е — расширение поля К, порожденное корнем этого 
многочлена (в алгебраическом замыкании поля К). Доказать, что 
всякий элемент расширения Z, He принадлежащий С, трансцендентен 
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над С, но что E He является чистым расширением С (чтобы устано- 
вить это, доказать невозможность равенства u?-+-v3+-w3—0, где 
попарно простые и не все постоянные и, Vv, ш — многочлены кольца 
C[X]. Для этого рассуждаем от противного. Если г— наибольшая 
из степеней многочленов и, Vv, ш и, скажем, degw=r, то из соот- 
ношения 


w3= — (u+v) (и-- 12) (u+ 75), 


где ри 7/2 — корни третьей степени из единицы, вывести, что суще- 
ствуют три многочлена Uy, Οι, Wy попарно простые и не все постоян- 
ные, имеющие степени меньше г и такие, что из + 53 -|- и3—=0).. 

*5) Пусть Е — трансцендентное расширение поля А, х — трансцен- 
дентный над А элемент поля Е; всякий элемент y€K (x) можно 
записать в виде f(x)—g(x)/h(x), где g и #— взаимно простые MHOTO- 
члены кольца КА [Х], однозначно определенные с точностью до MHO- 
жителя из поля К. Назовем высотой элемента у относительно x 
наибольшую из степеней многочленов g и A. 

а) Доказать, что в кольце К (у)[Х] многочлен g(X)—yh(X) 
неприводим (использовать упражнение 3 из $ 4). Вывести отсюда, 
что если элемент у имеет высоту п относительно x, то поле К (x) 
является алгебраическим расширением степени п поля К (У). 

6) Вывести из а), что всякий элемент уЕК (x), для которого 
К (у) =К (x), имеет вид (ах--5)/(сх-- 4), где а, 6, с, 4— элементы 
поля К, подчиненные условию ad— bc -Ε 0; доказать обратное утвер- 
ждение. Найти все К — автоморфизмы поля К (x). 

в) Доказать, что если элемент уЕК (x) имеет высоту п относи- 
тельно 2, а элемент 2 ЕК (y) имеет высоту т, относительно у, TO 
элемент 2 имеет высоту тп относительно х. 

г) Пусть Р—такое расширение поля А, что КС РС К (=) 
и F ~ K; пусть у— элемент расширения F, высота которого т OTHO- 
сительно х принимает наименьшее возможное значение; доказать, 
что F=K (y) («теорема Люрота»). (Пусть ф— минимальный многочлен 
элемента 2 над полем РЁ; доказать, что ф=и (Х, y)/w (y), где и — много- 
член кольца K[X, У| степени не меньше т относительно У и He 
делящийся ни на какой непостоянный многочлен кольца К [У]; если 


y—g(x)/h(x), где g и h взаимно просты, заметить, что ввиду 


а) многочлен &(Х) 1 (У) — = (У)Ё(Х) не делится ни на какой непо- 
стоянный многочлен кольца К[Х] или К [У]; вывести отсюда, что 


g (X)h(Y)—g (У) № (Х)=Ки (д, У), 


используя упражнение 3 $ 4). 

6) Вывести из упражнения 5 в) другое доказательство упражне- 
ния 4 $ A (заметить, что в случае, когда степень v больше нуля, 
степень многочлена и (5) равна его высоте). 

7) Пусть Р —расширение конечного типа поля К. Доказать, что 
всякое поле FE, промежуточное между К и F, является расширением 
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конечного типа поля К (пусть В —базис трансцендентности расши- 
рения Ё поля К, С—базис трансцендентности поля F над Е; дока 
зать, что Е имеет конечную степень над К (В), используя, что F 
имеет конечную степень над К(В|]С) и что расширение E 
и К (В |) С) линейно разделены над К (В) (предложение 11). 

*8) Пусть Q— расширение поля К, Е и ЕР — расширения поля К, 
содержащиеся в Ω и алгебраически разделенные над К. Доказать, 
что для того, чтобы Е и F были линейно разделены над А, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы тензорное произведение F&F (отно- 
сительно К) было областью целостности (чтобы доказать достаточ- 
ность, рассмотреть базис трансцендентности А расширения E над. 
К и базис трансцендентности В расширения F над К. Доказать, 
что поле частных Я кольца EX F алгебраично над полем частных L 
кольца К (А) © К (В). Пусть ф—канонический изоморфизм кольца 
E®F в поле K(E\)F), 2 некоторый элемент кольца ЕР, 
τι 
D v;X"-i минимальный многочлен элемента 2 над Г, умножен- 


ἷ--0 
ный на некоторый ненулевой элемент кольца К (А) 69 К (В), так, что. 


коэффициенты v; принадлежат кольцу К (А) © К (В). Доказать, что. 
равенство ф (2) =0 влечет (v,)—=0 и, следовательно, 2=0). 

9) Пусть @ — расширение поля К, Е u Е— подрасширения ©, 
линейно разделенные над К. Пусть o и T— К-изоморфизмы полей 
Е и F соответственно в поле ©. Доказать, что если поля с (EF) 
и T(F) алгебраически разделены над К, то они линейно разделены 
над К и существует единственный К-изоморфизм 9 расширения 
К (Е |] δ) на К (6 (Е) |] T(F)), который совпадает co на E ut ua F. 

10) В алгебраическом замыкании Ω поля Q(X) рассматриваются 
два чисто трансцендентных расширения E=Q(X) и F=Q(X-+i) 
(где i2— —1) поля О. Доказать, что E и F не являются алгебраи- 
чески разделенными над О, но Е (] F=Q (пусть р и q— взаимно. 
простые многочлены кольца Q[X], а также г и $ взаимно просты 
в Q[X]; доказать невозможность равенства p(X + i) s(X) = 
—=g(X-+i)r(X), заметив, что взаимно простые многочлены в кольце 
Q [ZX] остаются взаимно простыми в кольце © [Х]). 

11) Пусть Е, F, G— расширения поля К, содержащиеся в рас- 
ширении О поля К, и пусть FCG. Для того чтобы поля E и G 
были алгебраически разделены над К, необходимо и достаточно, 
чтобы поля Е и F были алгебраически разделены над К и чтобы 
поля E(F) и С были алгебраически разделены над F. 

*12) а) Пусть K— поле, L—monnone поля К; предположим, что. 
существует конечное число элементов а; (1<1< п) поля К таких, 
что K=L [ay, ao, ..., ап]. Доказать, что элементы а; алгебраичны. 
над L (рассуждая от противного, предположить, что Ay, ..., Am (т 2» 1) 
образуют максимальное алгебраически свободное подсемейство семей- 
ства (a)ı<i<n заметить, что в кольце A—=L[a,, ..., Am] пересечение 
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всех максимальных идеалов равно (0), применить упражнение 46), 


‚ из $ 3). 


6) Вывести из а), что в алгебре многочленов KIX,, ..., Xn] 
всякий максимальный идеал имеет конечную коразмерность над К. 
Вывести отсюда, что если А— коммутативная алгебра над полем К, 
обладающая единицей и если существует конечное число элементов 
bj€A (1<1< 4) таких, что. А=К [b,, bo, .. , bg], то всякое подполе 
алгебры À, содержащее К, имеет конечный ΠΚ над К. 

13) Пусть К— поле, К ((Х))—поле формальных рядов от одной 
переменной над К (гл. ТУ, $5, п° 7). Доказать, что всякий базис 
трансцендентности поля К ((Х)) над К равномощен множеству КУ. 
Будем различать два случая: 

а) Если мощность множества К строго меньше мощности К^, 
то заметить, что множество К ((Х)) равномощно KN, и использовать 
Упражнение 2. 

6) Если множества К и К\ равномощны, то пусть Р— простое 
подполе поля К, 5’ — некоторое бесконечное множество элементов 
поля К ((Х)), алгебраически независимых над К, Т— множество 
{равномощное 5) коэффициентов всех формальных рядов, принадле- 
жащих 5. Пусть Г, —алгебраическое замыкание в К ((Х)) поля К (5); 
пусть и— элемент поля L и f—ero минимальный многочлен над 


K (5). Умножая f на ненулевой элемент поля К (5), можно считать, 


что и удовлетворяет уравнению вида g(sy, ..., Sms и) =0, где 


8 — многочлен кольца KIX,, ..., Xm, Am+tils а δι, ..., 5$ж— элементы 


множества δ. Пусть А—множество коэффициентов многочлена г, 


С (u) — множество коэффициентов формального ряда и. Доказать, что 


поле Р(Т)(А |] С (и)) алгебраично над P(T |) А), показать, что 
в противном случае должно существовать бесконечное множество 
<тепенных рядов г, принадлежащих полю 0 ((Х)), где Q— алгебраи- 
ческое замыкание поля К, удовлетворяющих уравнению g ($1, ... 

., Sm, #) =0. Используя упражнение 2, доказать, что если множе- 
ство S имеет строго меньшую мощность, чем мощность К, то сте- 
пень трансцендентности поля К над P(T) бесконечна, и вывести 
отсюда, что в этом случае поле L отлично от К ((Х)). 

*14). Пусть Е— некоторое множество, ф— отображение множества 
3$ (6) в %(Е), удовлетворяющее следующим условиям: 15 Χς @(X) 
для всех X CE; 2° ф(ф (Х)) =ф(Х) для всех ХС Е; 3° для всякого 
ХСЕ œ(X) является объединением множеств ф (У), где У про- 
бегает множество конечных частей X; 4° если yé p(X) иу εφ(Χι) 
U{zx}), то #6 ф(ХЦ{и}) («аксиома замены»). Часть X множества Е 
назовем системой ф-образующих части Z, если Ζ--φ(Χ). Назовем X 
<р-свободной частью множества FL, если Х— минимальная система 
<-образующих @(X). Назовем Ф-базисом множества Z систему 
<-образующих этого множества, являющуюся Фф-свободной. 

а) Доказать, что если множество X Фф-свободно и 6 Q(X), 
TO множество Х|]{5} Ф-свободно Вывести отсюда, что всякая 
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‚ максимальная Ф-свободная часть части У множества E является 
ф-базисом множества ф (У). . 

6) Пусть А— некоторая часть множества EL, У система ф-обра- 
зующих множества À, X — ф-свободная часть У. Доказать eyImecT- 
вование такого Ф-базиса В части А, что ХС ВСУ. 

в) Если А— произвольная часть множества E, то отображение 
pa $ (Е) в %(Е), определяемое соотношением ga, (Х)=ф(АЦХ), 
удовлетворяет тем же уравнениям, что и ф. | 

г) Если А— часть множества E, обладающая ф-базисом из п 
элементов, то всякий другой ф-базис части А состоит из п элемен- 
тов (рассуждать индукцией по п: пусть В есть Ф-базис из п эле- 
ментов части A, В’Ш— другой Ф-базис; рассмотреть элемент a € B’. 
Доказать, с помощью 6) существование части С базиса В такой, 
ato {а}|]С —ф-базис части A иа С; наконец, применить предпо- 
ложение индукции к функции Pray): 

д) Две части A и В множества E назовем ф-разделенными, если 
пересечение всякой Фф-свободной части множества A C ф-свободной 
частью множества В пусто и если объединениб всякой ф-свободной 
части множества А и всякой ф-свободной части множества В g-cBo 
бодно. Доказать, что для того, чтобы части А и В были Фф-разде- 
лены, необходимо и достаточно, чтобы всякая ф-свободная часть À 
была фв-свободной. tee | 


$ 6. Продолжения изоморфизмов. Сопряженные элементы 
„Нормальные расширения. 


1. Продолжения изоморфизмов 


Теорема 1 $4, устанавливающая возможность. «погрузить» 
всякое алгебраическое расширение поля К в’ алгебраическое 
замыкание поля К, следующим образом обобщается на транс- 
НЕЕ: расширения. 

ΠΡΕΠΠΟΆΕΗΠΕ 1. Нусть Е — расширение поля К, (а,),ет— базис 
трансцендентности расширения Е nad К. Пусть К” — поле, изо- 
морфное полю К, и Q—anee6pauuecxu замкнутое расширение 
поля К’. Для всякого изоморфизма uy поля К на К’ и всякого 
семейства (6,),ст элементов расширения ©, алгебраически c80600- 
ного над К’и имеющего то же множество‘ индексов, что (а,), 
существует изоморфизм и расширения Е в ®, продолжающий Up 
и такой, что u(a,)=b, для всех 1E Г. 

Действительно, существует изоморфизм f—f поля К (Χι)ιεσ 
на К’(Х,),сг, который продолжает Up и оставляет инвариантными 
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переменные X, (гл. IV, $ 3, предложение 1). Следовательно, 
определен изоморфизм и, чистого расширения K (αι)ιε! на чистое 
расширение Κ΄’ (6,),ст, продолжающий и и.ставящий в COOTBET- 


ствие каждому элементу f((a,)) (где FEK(X,)ıer) элемент f ((b,)) 
($ 5, предложение 2). Пусть F — алгебраическое замыкание поля. 
К’ (Ь,) тв ©; тогда поле F алгебраически замкнуто ($ 4, след- 
ствие из предложения 1), следовательно, поскольку расшире- 
ние Ё алгебраично над К (а,), ст, существует изоморфизм и pac- 
ширения E на F, продолжающий u, ($ 4, следствие из теоремы 1). 

Заметим, что существование семейства (6,),сг элементов рас-- 
ширения @, алгебраически свободного над К’, обеспечивается, 
в частности, когда К’=К и алгебраическая размерность Е 
конечна и не превосходит алгебраической размерности Q (над К). 
Всякое расширение поля А, имеющее конечную алгебраическую- 
размерность над А, может быть, таким образом, погружено, 
например, в единственное алгебраическое замыкание 5 расши- 
рения K(X„)nen поля К. Такое расширение называется универ- 
сальным расширением для расширений поля К конечной алгеб- 
раической размерности. | 

Следствие. Пусть © — алгебраически замкнутое расширение 
поля К бесконечной алгебраической размерности над К. Пусть Е; 
(1 <:<п)—п расширений поля К конечной алгебраической раз- 
мерности над К. Можно найти для каждого индекса i (1 <i<n} 
такой К-изоморфизм и; расширения Е; в Q, что поле и; (Е;) будет 
алгебраически разделено (над К) с подполем расширения Q, поро- 
жденным п—1 подполем u;(E;) с индексами ] = i. 

Действительно, пусть В — базис трансцендентности (бесконеч- 
ный) расширения © над полем К. Для каждого индекса i опре- 
делим множество В; как часть базиса В, состоящего из такого 
числа элементов, какова алгебраическая размерность поля Ё; 
над А; выберем В; так, чтобы они попарно не пересекались. 
Ввиду предложения 1 существует К-изоморфизм и; расширения E; 
в О такой, что В, — базис трансцендентности поля u;(E;) над К. 
Следствие вытекает теперь из $ 5, следствия 1 из предложе- 
ния 9. | =) 

Предложеник 2. Пусть Q—aaze6pauuecku замкнутое расши- 
рение поля К, Е— подрасширение Q, и— некоторый К-изомор- 
физм Е в ©. Если существуют два равномощных базиса транс- 
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цендентности расширения Q над Е u над и (Е) соответственно, 
то и продолжается до К-автоморфизма поля N. 

Действительно, пусть В-— базис трансцендентности поля Q 
над E, С-—базис трансцендентности поля Q над F=u(E), рав- 
номощный В. Ввиду предложения 1 существует изоморфизм v 
поля Е (В) на F(C), продолжающий и. Так как © — алгебраиче- 
<кое замыкание полей E(B) и F(C), то ($ 4, следствие из тео- 
ремы 1) существует изоморфизм ш расширения © в себя, προ-. 
должающий v. Поскольку w (©) — алгебраическое замыкание поля 
F(C), содержащееся в ©, то и (9) =; это показывает, что w — 
К-автоморфизм поля (2. 

СледствиЕ 1. Пусть © — алгеб раически замкнутое расширение 
поля К, Е— подрасширение Q. Всякий К-автоморфизм поля Е 
продолжается до К-автоморфизма поля Ὁ. 

СледствиЕ 2. Пусть Q— алгеб раически замкнутое расширение 
поля К, Е— подрасширение © конечной алгебраической размер- 
ности над К; тогда всякий К-изоморфизм и расширения Е в Q 
продолжается до К-автоморфизма поля (2. 

Действительно, пусть n — алгебраическая размерность поля Ё 
над КА; она совпадает с алгебраической размерностью поля 
u(E)=F над К. Следовательно, поле G=K (Е |] Е) имеет конеч- 
ную алгебраическую размерность m<2n над К ($ 5, предложе- 
ние 10). Поле G имеет одинаковую алгебраическую размерность. 
т— п над Е и над F ( 5, теорема 4). Пусть А— базис транс- 
цендентности поля С над Ё, a Вр— базис трансцендентности 
поля G над F. Для всякого базиса трансцендентности С поля Q 
над С множества A| )C u BL JC будут базисами трансцендентности 
поля Q над E и Е соответственно ($ 5, предложение 8), притом 
равномощными, так как базисы А и В равномощны. Следствие 
вытекает теперь из предложения 2. 


Это следствие перестает быть верным в случае произвольного 
подрасширения Ё расширения © (упражнение 2). 


2. Сопряжениые поля. Сопряженные элементы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Лусть © — алгеб раически замкнутое расши- 
рение поля К, Е и F—nodpacwupenus расширения Q. Подрас- 
ширения Е и Е называются сопряженными (над К) в поле Q, 
если существует такой К-автоморфизм и расширения Q, что 
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u(E)=F. Два элемента x и у расширения Q называются сопря- 
женными над К, если существует такой К-автоморфизм и рас- 
wupenus Q, что μ(α)-Ξγ. 

Пусть и — некоторый Karen поля ©, A— произвольная 
часть Q и Ё=К (4); тогда значения и в Ё полностью опреде- 
ляются значениями и в А ии(Ё) =К(и(А)) (гл. ТУ, $ 3, след- 
ствие из предложения 2). В частности, если 2 и у-— элементы 
поля Q, сопряженные над К, το К (x) и К (у) — расширения поля К, 
сопряженные в (2, 


Разумеется, значения, которые может принимать А-автоморфизм 
и расширения © для элементов части А поля E, не являются в общем 
случае произвольными (см. предложение 3). Заметим, что отношение 
«x и у сопряжены» является отношением эквивалентности в Q, классы, 
соответствующие этому отношению, являются классами интранзитив- 
ности группы К-автоморфизмов расширения © (гл. I, $ 7, n° 5). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для того чтобы элементы x и у расшире- 
ния Q были сопряжены над К, необходимо и достаточно, чтобы 
либо оба они были трансцендентными над К, либо оба алгеб pau- 
ческими над К с одним и тем же минимальным многочленом 
над К. 

Условие необходимо, так как, если и — произвольный K-aBTo- 
морфизм расширения © и если x — трансцендентный элемент (соот- 
ветственно алгебраический) над К, то и элемент y—u(x) транс- 
цендентен (соответственно алгебраичен) над К, поскольку для 
любого многочлена f€A[X] выполняется тождество и (f(x)) = 
— (и (х)). Это же соотношение показывает, что если элемент 2 
алгебраичен над К и f—ero минимальный многочлен над К, 
то f(u(z))=0. Следовательно, поскольку многочлен f неприводим 
в кольце K [X], то он является минимальным для элемента y = u (x) 
($ 3, определение 1). 

Условие достаточно. Предположим сначала, что элементы 2 
и у трансцендентны над А (а в остальном произвольные). По- 
скольку отображение f—>f(x) (соответственно f—>f(y)) поля 
К (Х) на К (x) (соответственно на К (у)) является К-изоморфизмом, 
существует К-изоморфизм u расширения A(x) на A(y) такой, 
что u(x)=y и этот К-изоморфизм продолжается до некоторого 
К-автоморфизма поля © (следствие 2 из предложения 2). Следо- 
вательно, элементы х и у сопряжены над К. 
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Если же элементы 2; и y алгебраичны над К и имеют один 
и тот же минимальный многочлен f, то существует некоторый 
К-изоморфизм поля K [X]/(f) на К (x) (соответственно на К (y)), 
переводящий класс X по модулю (f) в элемент 2 (соответственно: 
в y) ($ 3, теорема 1); следовательно, существует А-изоморфизм 
и расширения К (x) на К (у) такой, что и (5) =у. Окончание pac- 
суждения проводится, как выше. . | 


Этот результат показывает, что понятие сопряженных элементов: 
в данном расширении Е поля К является внутренним, т. е. зависит 
только от структуры расширения E, но He от алгебраически замкну- 


того поля ©, в которое вкладывается Е. 

Следствие. Для того чтобы элемент ZEN бил алгебраическим 
над К, необходимо и достаточно, чтобы число элементов, сопря- 
женных с х над К, было конечным; это число не превосходит 
степени х над К. 

Действительно, если элемент 2 трансцендентен над А, то все 
элементы 2" (n— целое число, большее нуля) трансцендентны 
над K и, следовательно, сопряжены сх. С другой стороны, если 
элемент x алгебраичен над А, то число сопряженных с ним равно. 
числу различных корней в поле © его минимального многочлена f 


(над К), т. е. не превосходит степени многочлена f (гл. ТУ, $2, 
теорема 2). 


Замечание. Пусть С —некоторое подрасширение расширения 
0; два элемента 2 и у поля @ могут быть сопряжены над.К, но может 
не ‘существовать К-автоморфизма поля G, переводящего x By. °Напри- 


мер, в поле действительных чисел В элементы V2 и —V 2 conpa- 
жены над полем О рациональных чисел, однако не существует авто- 


морфизмов поля В, отличных от тождественного (Общ. топол., гл. 1 
$ 3, упражнение 3)., 


3. Нормальные расширения 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть Е — алгеб раическое расширение поля К. 
Гогда всякий К-эндоморфизм и расширения Е является авто- 
морфизмом поля Е. 

Достаточно доказать, что u(E)=E. Для каждого элемента 
хЕЕ обозначим символом РЁ, множество элементов поля Ё, сопря- 
женных с 2 над К. Множество F, конечно для любого ХЕЁ, 
и E является объединением всех множеств F,, когда x пробегает Ё. 
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Для каждого y€F, элемент u(y) сопряжен с y (следствие 2 
из предложения 2), следовательно с х, откуда U(F;)C Fy, а так 
как множество Р. конечно, то отображение и взаимно однозначно, 
так что u(F,)= F,, следовательно, и(Ё) = А. 

ПреЕдлОоЖЕНИЕ 5. Шусть ® — алгеб раически замкнутое расши- 
рение поля К, Е — алгебраическое расширение К, содержащееся 
в О. Для того чтобы всякий К-изоморфизм поля Е в Q был 
автоморфизмом E, необходимо и достаточно, чтобы для любого 
xEE все элементы, сопряженные с x над К, принадлежали Е. 

Так как всякий К-изоморфизм поля Е в Q продолжается 
до А-автоморфизма поля Q (следствие 2 из предложения 2), это 
условие необходимо. Оно является достаточным, так как для 
каждого К-автоморфизма и расширения © из этого условия 
вытекает включение и(Ё)СЁ (определение 1), следовательно, 
и (Е) =Е (предложение 4). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Алгебраическое расширение Е поля К назы- 
вается нормальным (над К), если всякий неприводимый многочлен 
кольца K[X], обладающий хотя бы одним корнем в Е, разла- 
eaemca в произведение множителей первой степени (не обяза- 
тельно различных) в кольце Е [Х]. 

После того как введено это определение, из характеризации 
сопряженных элементов (предложение 3) следует, что. предложе- 
ние 5 можно сформулировать в следующей эквивалентной форме: 

ПредложениЕ 6. Пусть © — алгеб раически замкнутое расшире- 
ние поля К, Е — алгебраическое расширение К, содержащееся в Q. 
Для того чтобы всякий К-изоморфизм поля Е в Q был автомор- 
физмом расширения Е, необходимо и достаточно, чтобы Е было 
нормальным над К. 

Можно сказать еще, что нормальное расширение LQ поля К 
характеризуется тем, что совпадает со всеми своими сопряженными 
над К (определение 1). 

На протяжении всего этого n° расширение Q будет (произ- 
вольным) алгебраически замкнутым расширением поля К и все 
расширения поля К, которые мы будем рассматривать, будут 
подрасширениями поля ©. 

Так как алгебраическое замыкание поля К в Q является полем 


алгебраически замкнутым ($ 4, следствие из предложения 1), то оно 
будет нормальным расширением поля К. 


3 ПРОДОЛЖЕНИЯ ИЗОМОРФИЗМОВ 129 


ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть N — нормальное расширение поля К, 
Е — подрасширение N. Всякий К-изоморфизм поля Е в Q отобра- 
жает Ев N и может быть продолжен до К-автоморфизма поля №. 

Действительно, всякий А-изоморфизм и расширения Е в Q 
можно продолжить до А-автоморфизма поля Q (следствие 2 из пред- 
ложения 2), следовательно, ограничение его на поле М является 
К-автоморфизмом этого поля (предложение 6). 

ПредложениЕ 8. Пусть (М№,) — некоторое семейство нормалъь- 
ных расширений поля К. Пересечение []Νι и поле K(\JN,), 

L L 


порожденное объединением полей Μι, являются нормальными 
расширениями поля К. 

Действительно, пусть и — некоторый К-автоморфизм поля Q. 
По предположению, u(N,)=N, для всех ι, следовательно, полагая 
N=fN,, имеем и (№) =М, τ. е. расширение N нормально над К 


(предложение 6). Аналогично, пусть М =К (|) №,); тогда и (М) 


порождается объединением полей и (М№,) = Λι, οποτοῤαιδἲς ο COB- 
падает с М, так что М нормально над К. 

Из предложения 8, в частности, следует, что для произвольного 
алгебраического расширения E поля К существует наименьшее 
нормальное расширение N поля К, содержащее E, а именно 
пересечение всех нормальных расширений поля КА, содержащих E 
(они заведомо существуют, например, алгебраическое замыкание 
поля К в 0). Будем называть N нормальным расширением, 
порожденным расширением Е. 

ПреЕдложЕНИЕ 9. Лусть А — некоторое множество алгеб раиче- 
ских над К элементов расширения Q, и пусть В — множество 
сопряженных (над К) с элементами А элементов множества Q. 
Тогда поле К (В) является нормальным расширением поля К, 
порожденным К (A). 

Действительно, всякое нормальное расширение поля К, содер- 
жащее À, должно содержать В (предложение 5); кроме того, 
расширение К (В) нормально над К, так как для любого К-авто- 
морфизма u расширения ©, имеет место включение u(B)C В 
(определение 1), следовательно, и (К (В)) = К (и(В)) СК (В). 

Следствив 1. Лусть ЕЁ — алгеб раическое расширение поля К 
конечной степени; тогда нормальное расширение N поля К, 
порожденное Е, тоже имеет конечную степень. 

9 H. Бурбаки | 
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Действительно, E=K (A), где. А— некоторое конечное множество 
($2, n° 2), следовательно, множество В элементов, сопряженных 
с элементами À, конечно, и следствие доказано ($ 3, предложе- 
ние 5). | 

СледствиЕ 2. Всякое нормальное расширение N поля К являет- 
ся объединением, нормальных подрасширений расширения N конеч- 
ной степени над К. 

Действительно, N — объединение расширений КА (А), где A 
пробегает множество всех конечных частей расширения N ($ 2, 
следствие из предложения 3). Тем более N является объедине- 
нием нормальных расширений, порожденных этими расширениями. 

СлЕДСТВИЕ 3. Пусть (|1) — некоторое семейство многочленов 
кольца K[X], А — множество их корней в поле ©; тогда К (А) — 
нормальное расширение поля К. 

Действительно, множество элементов, сопряженных с элемен- 
тами А, совпадает с А (предложение 2) 

В частности, поле корней ($ 4, n° 2) многочлена f€ K [X] 
есть нормальное расптирение поля К. 


Мы уже отмечали ($ 4, n° 2), что поле К (αι, χο, ..., Xn), ПОро- 
жденное корнями x; (1 < {< п) многочлена f, вообще говоря, отлично 
от поля К (xj), порожденного только одним из корней (упражнение 7). 
Если f неприводим и К (αὶ) совпадает с К (51, 20, ..., Ln) для некото- 
рого индекса i, то К (xj)—K (x;) для всех остальных индексов 7, так 
как поле К (xj) сопряжено с К (х;). В этом случае уравнение } (x) =0 
называют нормальным уравнением над К. 


Замечание. Если Е— нормальное расширение поля К, 
a F-—-HopmansHoe расширение поля Ё, то F не обязательно 
является нормальным расширением К. Действительно, К-авто- 
морфизм и расширения © переводит в общем случае минималь- 
ный многочлен над Ё элемента ΖΕ в другой многочлен кольца 
E|X] и, следовательно, не переводит х в сопряженный с 2 над Е. 
Таким образом, элемент U(x) не обязан принадлежать полю F 
(упражнение 7); в этом случае F m u(F)— различные нормальные 
расширения поля E, которые K- App, HO не являются 


Е-изоморфными. 
Упражнения. 1) Пусть © —алгебраически замкнутое рас- 


ширение поля К, имеющее бесконечную алгебраическую размер- 
ность над К. Доказать существование бесконечного множества 
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К-эндоморфизмов Q Ha подполя (ὁ, отличные от (2, и по отношению 
к которым поле Q имеет произвольную алгебраическую размерность, 
не превосходящую его размерности над К ($ 5, упражнение 1). 
°В частности, существует бесконечное множество различных изо- 
морфизмов поля С комплексных чисел на подполя С, отличные от С.. 

2) Пусть @— алгебраически замкнутое расширение поля К 
и Е— подрасширение ©. Доказать, что если Е имеет бесконечную 
алгебраическую размерность над К, строго меньшую алгебраиче- 
ской размерности поля Q над К ($5, упражнение 1), то всякий 
К-изоморфизм поля Е в Q можно продолжить до К-автоморфизма 
поля О. Дать пример расширения EL, имеющего Ty же алгебраиче- 
скую размерность, что ©, и К-изоморфизма поля Е в ©, который 
нельзя продолжить до К-изоморфизма (в 2) никакого раситирения 
поля E, содержащегося в © и отличного от E (см. упражнение 1). 

3) Пусть @— алгебраически замкнутое расширение поля К 
конечной алгебраической размерности над К. Доказать, что всякий 
К-эндоморфизм поля Ω является К-автоморфизмом. 

4) Пусть Ф— алгебраически замкнутое расширение поля К, 
Е —подрасширение поля ©, трансцендентное над К. Доказать суще- 
ствование бесконечного множества К-изоморфизмов поля Е в Q 
(пусть элемент x ЕЁ трансцендентен над К; рассмотреть подрасши- 
рение F расширения Е такое, что x трансцендентен над F, а Е 
алгебраично над F(x), доказать существование бесконечного мно- 
жества Р-изоморфизмов поля Æ в 0). | 

*5) Пусть © —алгебраически замкнутое расширение поля K, 
N — подрасширение поля ©. Доказать, что если N нормально над К 
и если Е и Е’— сопряженные расширения поля К, содержащиеся 
ΒΩ, то поля N(E) и N(E’) сопряжены над К. Обратно, если N 
обладает этим свойством и имеет конечную алгебраическую раз- 
мерность, строго меньшую алгебраической размерности поля Q 
над А, то М — нормальное алгебраическое расширение поля К. 

6) Всякое алгебраическое расширение N поля К, порожденное 
множеством элементов, каждый из которых имеет степень 2 над К, 
является нормальным над К. 

°7) Многочлен X2—2 неприводим в кольце О[Х]. Пусть a— 
один из его корней. Доказать, что многочлен X2—Q неприводим 
над полем Е==0 (0); пусть В—один из корней этого многочлена, 
и пусть Р=Е (В) =0 (В). Доказать, что F не является нормальным 
расширением поля О (доказать что многочлен X2+-1 неприводим 
над F). Каково нормальное расширение поля О, порожденное F?, 

+8) а) Доказать, что если рациональная дробь РЕК (X) удовле- 
творяет уравнению вида h”+ >) f;hr-i=0, где }— многочлены 
кольца K[X], то hE K[X] (записать h=u/v, где u и v— взаимно 
простые многочлены; если © не постоянный многочлен, TO рас- 
смотреть корень υ в ©). 


9* 


132 ΠΟΠΗ гл. у, $ 7 


6) Пусть F —такое расширение поля К, что К алгебраически 
замкнуто в F. Доказать, что поле K(X) алгебраически замкнуто 
в F(X). (Если элемент wEF(X) алгебраичен над K(X), то сначала 
доказать с помощью а) существование многочлена g ЕК [Х] такого, 


что элемент h=gw является многочленом кольца FIX]. Пусть 
т 


Г—алгебраическое замыкание поля F ΒΩ, и пусть t= >) ajXi, 
j=0 


где а; ЕР. Для каждого К-автоморфизма u расширения F доказать, 


т 

что элемент > u(aj) XJ сопряжен ο h над K(X) u, используя 
j=0 

предложение 3, вывести отсюда, что коэффициенты а; принадлежат 


полю К.) 
в) Пусть E и F— расширения поля К, алгебраически разделен- 


ные над К, и . —алгебраическое замыкание поля К в F. Вывести 
из 6), что если Е— чисто трансцендентное расширение поля К, 
то Ё (2) — алгебраическое замыкание поля Καὶ в Е (F). (Свести к слу- 
чаю, когда К = и Е имеет конечную алгебраическую размерность 
над К (см. $5, упражнение 10 и ὃ 9, упражнения 2 и 3).) 


$ 7. Сепарабельные расширения 


1. Теорема Артина 


. Пусть О — поле. Для всякой части У поля Q множество 


FW, Q)=Q" отображений У в © снабжено структурой вектор- 
ного пространства над Q, относительно которой произведение au 
элемента a€Q2 и отображения и части У в © является отобра- 
жением æ—>au(x) (гл. Il, 8 1, n° 4). Рангом над Q части мно- 
эжества Я (У, ©) является, таким образом, размерность вектор- 
ного подпространства в Я (У, 9), порожденного этой частью 
(ru: 153, n° 2). | 

Поле © обладает структурой векторного пространства над К. 
Мы будем обозначать символом Ок множество ©, снабженное 
только этой структурой векторного пространства. Когда мы 
будем говорить об автоморфизмах Q, то речь будет идти всегда 
06 автоморфизмах структуры поля Q. | 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Пусть Κ--πεκοπιοροε подполе поля ©, 
У — векторное подпространство пространства (ἃς размерности п 
(над К). Гогда совокупность £ (V, Ок) всевозможных К-линейных 
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отображений пространства V в (κ является векторным про- 
странством размерности п (над 4). 

Прежде всего, ясно, что если u— К-линейное отображение 
пространства У в Rx, то au для любого аЕ@ также будет 
К-линейным отображением пространства V в Як и, следовательно, 
L(V, Qe) является векторным подпространством пространства 
Я (У, 9). Пусть (a;)ı<i<n —Oasuc пространства У над полем К, 
и пусть и; (1<1<п)— линейные отображения У в (κ, опреде- 


ляемые условиями и; (а;) =6;; (символ Кронекера). Эти отобра- 
ηι 


жения линейно независимы, так как соотношение >, али» (X) = 0 
R—1 


для всех <EV, примененное к х=а, влечет a; —0. С другой 
стороны, пусть и— произвольное линейное отображение про- 
странства У в Ок; полагая и (а;) =В; (1<i<n), получаем, что 


Е 
отображение и — > Prur равно нулю для всех а;, следовательно, 
в—1 


т 
равно нулю на У, τ. ο. u— » faux. Таким образом, отображе- 
k=1 


ния u; (1<1<п) образуют базис пространства (ТУ, (κ) над 
полем Ω. 

Следствие. Ранг (над Q) множества ограничений на V всех 
К-автоморфизмов поля Q не превосходит размерности прост- 
ранства V над полем К. 

Действительно, ограничение на У любого К-автоморфизма 
поля (ὁ является А-линейным отображением пространства И в Ir. 

Напомним, что для всякого множества автоморфизмов 57 
поля Q множество элементов этого поля, инвариантиых при всех 
автоморфизмах UEC A, является подполем Q и называется полем 
инвариантов относительно $ (гл. II, 5 5, n° 6). 

ТЕОРЕМА 1 (Артин). Густь Q— поле, Ὁ — множество его авто- 
морфизмов, обладающее следующими свойствами: 1° если u EG 
и ЕЯ, mo uovEYG; 2° тождественный автоморфизм принад- 
лежит 9. Пусть К— поле, инвариантов относительно Ὁ. 
Для того чтобы часть У поля @ имела конечный ранг п над 
полем К, необходимо и достаточно, чтобы множество Gy 02 pa- 
ничений на У элементов множества G имело ранг п над полем ©. 

Можно ограничиться случаем, когда V — векторное nodnpocm- 
ранство пространства Фк. В самом деле, пусть Г,— векторное 
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подпространство Qx, порожденное множеством V; тогда, для 
того чтобы некоторое К-линейное отображение и части V в поле 
Q было нулевым, необходимо и достаточно, чтобы и(х)=0 для 
всех ZEV. Следовательно, ранг множества Ὧν над полем К 
равен рангу множества Gy, над К. 

_ Пусть теперь У — векторное подпространство пространства 2x 
конечной размерности т над К. Ввиду следствия из предложе- 
ния 1 множество Gy имеет ранг, не превосходящий т. Остается 
доказать, что если ТУ — векторное подпространство простран- 
ства Ок, для которого множество Gy имеет конечный ранг п 
над ©, то У имеет размерность над А, не меньшую п. Пусть (b;) 
(1 <:<п- 1) — семейство из n +1 произвольных элементов про- 
странства У. Мы покажем, что это семейство связано в Qx, что 
и будет доказательством нашего утверждения. Пусть #— 
векторное пространство на Qx, порожденное множеством Gy. 
Рассмотрим линейное отображение u—(u(b;)) пространства # 
в векторное пространство Q"*!. Ранг этого отображения He пре- 
восходит п, так как размерность 5 равна п; образ W прост- 
ранства A при этом отображении, следовательно, является под- 
пространством пространства "11, отличным от ΩΙ, Для любого 


автоморфизма VEY обозначим символом г отображение прост- 
ранства (171 в себя, определяемое соотношением и ((x;)) = (UV (х;)). 


Для всякого элемента uE A имеем тогда v ((и (b;))) = (v (и (b;))). 
Но vouc#, ибо и есть ограничение на ТУ отображения 


У слил, где и, ЕЯ, следовательно, Vow совпадает с ограничением 
À 


на И отображения δ) v(a1)(vou;) и, по предположению, vou ЕЯ. 
λ 


Таким образом, по определению W, мы имеем v(W)CW для 
всех v€ 3. Отсюда следует, что подполе Q, связанное с W (для 
канонического базиса пространства ΩΙ) содержится в поле К 
инвариантов относительно Я (гл. Il, $ 5, предложение 10). 
Итак, существует система уравнений, определяющих W с коэф- 
фициентами в поле К (гл. Il, § 5, теорема 2), и так Kak 


W == Q"*1, то существует семейство (f;)1<i<n}1 элементов из К, 
n+1 
из которых He все равны нулю и таких, что >, Ви(6;) =0 
i=1 | 
для всех ие. Взяв в качестве u ограничение на У тождест- 
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венного автоморфизма (который, по предположению, принадле- 
n+1 


жит 9), мы получим 2 βιό; = 0, что u завершает доказательство. 
i=1 | | 


Эту теорему легко распространить на произвольные некомму- 
тативные тела (упражнение 2); тогда она оказывается обобщением 
теоремы 36) гл. II, 8 5, откуда мы скопировали доказательство. 


2. Сепарабельные расииирения 


Пусть Е — некоторое расширение поля К, Q — алгеб раически 
замкнутое расширение поля Е. Следствие из предложения 1 
показывает, что для любого подпространства У пространства (ἐπ, 
содержащегося в Ё и имеющего конечную размерность, множе- 
ство ограничений на У всех К-автоморфизмов поля © имеет 
ранг (над 4), не превосходящий размерности пространства У 
(над К). i 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Расширение Е поля К называется сепарабель- 
ным (над К), если существует алгебраически замкнутое расши- 
penue Q поля Е, обладающее следующим свойством: 

(5) Для всякого векторного подпространства V npocmpan- 
ства Ок, содержащегося в E и имеющего конечную размерность, 
множество ограничений на ТУ всех К-автоморфизмов поля Q 
имеет ранг (над Q), равный размерности V (над К). 

Ввиду предложения 1 это равносильно утверждению, что для 
всякого векторного подпространства V C_ Ё конечной размерности 
над К любое К-линейное отображение пространства У в Ок 
является линейной комбинацией (с коэффициентами в ©) огра- 
ничений на V К-автоморфизмов поля 0. 

Замечание. Условие сепарабельности Е над К выражается 
еще следующим образом: для произвольной свободной над К си- 
стемы, состоящеи из конечного числа п элементов а; расширения 
Е (1<1< п), существует п К-автоморфизмов и; расширения Q (1 < 
<i<n) таких, что определитель det (и; (а;)) не равен нулю. Дейст- 
вительно, пусть У —векторное подпространство поля EL, порожден- 


ное элементами а;. Размерность пространства V над полем К рав- 
на п, и предыдущее свойство означает, что система уравнений 


n 

>) ξιιι(α)--0 (1< 7 <n) имеет только тривиальное решение в ©, 
$ 

т. 0. что ограничения u, на У линейно независимы над О. 
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ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы расширение Е поля К было 
сепарабельным над К, необходимо и достаточно, чтобы в алге- 
6 раическом замыкании ρ поля Е поле Е было линейно pasde- 
лено (над К) с полем инвариантов относительно группы К-авто- 
морфизмов поля Ωρ. Если это условие выполнено, то всякое 
алгеб раически замкнутое расширение Q поля Е обладает свой- 
ством (5). | 

Действительно, пусть @ —алгебраически замкнутое расшире- 
ние поля Ё, L (2) — поле элементов, инвариантных относительно 
группы А-автоморфизмов поля ©. В силу теоремы 1 свойство (δ) 
означает, что для любой конечной части расширения Ё ранг 
этой части над К равен рангу ее над Г, (©), иначе говоря, вся- 
кая часть расширения Ё, свободная над А, является свободной 
над Z(Q). Это в свою очередь означает, что поля E и Г, (9) 
линейно разделены над К ($ 2, n° 3). Пусть Ωρ — алгебраическое 
замыкание расширения Ё в поле @; теорема будет доказана, 
если мы докажем, что L (2) = Z (6%). Но это вытекает из следую- 
щего более точного результата: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть Q— алгебраически замкнутое расши- 
рение поля К, и пусть К. — алгебраическое замыкание поля К в Q; 
тогда 1, (©) = Г, (К). 

Действительно, всякий элемент zEL(R) алгебраичен над 
полем А ($0, следствие из предложения 5), следовательно, 
принадлежит К. С другой стороны, всякий К-автоморфизм 
поля К продолжается до некоторого К-автоморфизма поля © 
($6, следствие 1 из предложения 2), следовательно, х должен 
быть инвариантным при всех А-автоморфизмах поля К, так что 
Г. (©) с Г. (К). Обратно, поскольку К — алгебраическое замыкание 
поля К ($4, следствие из предложения 1), оно является нор- 


мальным расширением А, следовательно, ограничение на К 
всякого К-автоморфизма поля Q есть автоморфизм К ($6, пред- 
ложение 6). Поэтому всякий элемент поля L(K) инвариантен 
при всех К-автоморфизмах поля Q, чем завершается доказатель- 
ство тождества L (К) = L (©). 

Мы уточним этот результат в $ 8, n° 1, полностью описав 
поле L(K). Сейчас мы можем сказать, что поле L(K) состоит 
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из Tex алгебраических над К элементов, которые совпадают co 
всеми своими сопряженными (т. е. из алгебраических элементов, 
минимальный многочлен которых над полем К имеет только: 
один корень). | 


3. Примеры сепарабельных pacwupenuü. 
Совершенные поля 


ПрЕдложеЕНИЕ 3. Всякое чисто трансцендентное расширение: 
поля К является сепарабельным над К. 

Действительно, известно ($ 5, следствие из предложения 11), 
что такое расширение Ё линейно разделено со всяким алгебраи- 
ческим расширением поля К, и в частности, с полем инвариант-- 


ных элементов (К) относительно группы К-автоморфизмов. 


алгебраического замыкания К поля К в алгебраическом замы- 
кании Q, поля Е. Следовательно, предложение вытекает из тео-. 
ремы 2 и предложения 2. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Поле К называется совершенным, если оно- 
совпадает с множеством элементов, инвариантных относительно. 
группы К-автоморфизмов алгебраического замыкания поля К. 

ПредложеЕНИЕ 4. Ёсли поле К совершенно, то всякое его pac- 
wupenue сепарабельно (над К); обратно, если всякое алгебраи-- 
ческое расширение поля К сепарабельно, то К — совершенное поле. 

Предложение является следствием теоремы 2 и предложения 2. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Для того чтобы поле К, имеющее характе- 
ристическую экспоненту р, было совершенным, необходимо и доста-- 
точно, чтобы выполнялось условие К? = K. 

Условие необходимо: действительно, пусть © — алгебраическое- 
замыкание поля К, © — произвольный элемент поля А, у— такой 
элемент поля ©, что У? =z. Для любого К-автоморфизма и pac- 
ширения © имеем (и(у))Р =х и, следовательно, (и(у))? =у?.. 
откуда u(y)=y ($ 1, предложение 1). Поскольку поле К совер- 
шенно, ИСК, τ. ο. K’=K. 

Условие достаточно: действительно, если оно выполнено, 
то подкольцо К [XP] кольца К [Х] равно К? [XP], следовательно, 
совпадает с (К [X])? ($ 1, предложение 2). Пусть элемент x € ae 
инвариантен относительно всех К-автоморфизмов поля Q, тогда x 
алгебраичен над К, и его минимальный многочлен f над К 
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не имеет других корней, кроме x. Если 24 AK, то многочлен f 
должен иметь степень больше 1, следовательно, иметь кратный 
корень. Это невозможно при р=1, а при р>1 из этого выте- 
кает включение {ЕК [Х?] ($ 3, предложение 1), но, как было 
только что замечено, тогда f=g”, где ЕК [X], что невозможно, 
так как f неприводим. 

СЛЕДСТВИЕ. Если поле К конечно или алгеб раически замкнуто 
или имеет характеристику нуль, то оно совершенно. ВБ uacm- 
‚ности, всякое простое поле совершенно. 

Следствие очевидно в случае, когда поле К имеет характе- 
ристику 0, так как отображение © —>x? (р— характеристическая 
экспонента поля К) является тождественным. Если К — конечное 
поле, TO х-—>а4?Р — взаимно однозначное отображение K в себя 
{$ 1, предложение 1), следовательно, отображает К на себя. 
Наконец, если поле К алгебраически замкнуто, TO для любого 
элемента хЕК уравнение у? = имеет корень в К. 

Если Ку— поле характеристики р >0, то поле Κ-- Κρ (Х) рацио- 
нальных дробей от одной переменной над Ку не является совершен- 
ным полем: в самом деле, не существует элемента u(X)/v(X), при- 
надлежащего полю К (ии ›— многочлены кольца Κρ [Х]) и такого, 
что (u(x)/v (x))P=X. Действительно, последнее соотношение можно 
записать в виде Х (р (X))P=(u (Х))Р; обозначая через m и п степени 
многочленов и и и, соответственно получим тр=пр-1, что невоз- 
можно. Кроме того, если @— алгебраическое замыкание поля К, 
2—корень многочлена У? — Х (кольца К [У]) в поле ©, то расшире- 
ние К (2) He сепарабельно над К, так как всякий сопряженный с 2 
над К элемент совпадает с 2. Этим доказано, что единственным 


К-изоморфизмом поля К (2) в поле О является тождественный авто- 
морфизм. 


4, Свойства сепарабельных расширений 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Если расширение Е поля К сепарабельно 
над К, то всякое подрасширение расширения Е сепарабельно 
над К. Обратно, если Е — такое расширение поля К, что вся- 
кое его подрасширение конечного типа сепарабельно над К, то Е 
сепарабельно над К. 

Предложение тотчас следует из определения 1, так как вся- 
кое подрасширение расширения HL, порожденное векторным под- 
пространством конечной размерности, имеет конечный тиц. 
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Таким образом, можно говорить, что сепарабельность является 
свойством «конечного характера». 


ПредложЕениЕ 7. Пусть Е — расширение поля К, Е — подрас- 
wupenue поля Е. Если Е сепарабельно над К и Е сепарабельно 


над Ε, то Е сепарабельно над К. 

Действительно, пусть © — алгебраическое замыкание поля F, 
[,— поле элементов, инвариантных относительно всех А-авто- 
морфизмов расширения Q, М — поле элементов, инвариантных 
относительно Ё-автоморфизмов поля ©. Так как всякий элемент 
поля £ инвариантен относительно всех Ё-автоморфизмов поля ©, 
имеет место включение Æ(L)C M (рис. 2). По предположению, 


М 


ЕР) 


| | 


K— EF 
Puc. 2. 


поля Ри M линейно разделены над Ё, следовательно, Fu E (L) 
линейно разделены над #, и так как, кроме того, Ё и L линейно 
разделены над А, то F и Г линейно разделены над K (8 2, 
предложение 7), откуда, применяя теорему 2, получим предло- 
жение. 

Если поле F сепарабельно над К, то F не обязательно сепа- 
рабельно над любым подрасширением поля F (см. $ 8, предложе- 
ние 5). Например, если КЫ— поле характеристики р >0, то поле 
F—K(X) рациональных дробей от одной переменной над К сепа- 


рабельно над К (предложение 3), но не сепарабельно над подрас- 
ширением Е =К (ХТ) (см. n° ὃ). 


5. Теорема Дедекинда 


ТЕОРЕМА 3 (ДедеЕкинд). Пусть © — расширение поля К, 
Е — подрасширение Q. Любое семейство (u1)1eLz попарно различ- 
ных К-изоморфизмов поля Е в Q состоит из линейно независимых 
(над Q) отображений. 

Будем рассуждать от противного. Если отображения u, 
линейно зависимы над ©, то между ними существует первичное 
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соотношение Уи =0 (гл. II, 8 5, n°4); иначе говоря, 
À 
У али, (x) =0 для всех x CE. Для любых элементов x CE и УЕЁ, 
λ 


также yxCË, так как Е — поле, откуда 


2 au (yx) = 0, 


и так как U, — изоморфизмы поля Ё, то 


2 dau (y) u, (x) = 0 


при любых x и у, принадлежащих Ё. Это означает, что для BCA- 
кого элемента УЕЁ элементы али» (и) являются коэффициентами 
линейных соотношений между отображениями и). Так как 


D али, =0— первичное соотношение, для любого элемента yCE 
существует такой элемент Q(y)EÆ, что для всех À EL справед- 
ливы тождества 


du (y) = 0 (У) ax 


(гл. II, $5, предложение 2). Следовательно, если ци v— pa3- 
личные индексы из L такие, что a, ~0 и а, 0, то ил (у) = 
—u, (y) для всех yCE в противоречии с предположением. Сле- 
довательно, существует только один индекс WEL такой, что 
Qu >= 0, но из рассмотренного соотношения между Ua вытекает 
тогда, что и, =0, что невозможно. 
Замечание. Те же рассуждения применимы к более общему 
случаю, когда и) — представления мультипликативного моноида Е 


в поле © (снабженное только мультипликативным законом); если 
отображения и) попарно различны и отличны от нуля, то они 


линейно независимы в векторном пространстве GE отображений Ε ΒΩ. 


ПрЕдложЕНИЕ 8. Пусть © — алгеб раически замкнутое расши- 
рение поля К, Е— подрасширение Q конечной степени над К. 
Число К-изоморфизмов поля Е в Q не превосходит степени Е 
над К. Для того чтобы оно было равно степени поля E над К, 
необходимо и достаточно, чтобы расширение Е было сепарабель- 
ным над К. 

Первая часть предложения тотчас следует из теоремы 3, 
так как размерность над {} векторного пространства & (Е, Ωκ) 
равна [#:Ä] (предложение 1). Если FE сепарабельно над К, то 
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множество ограничений Ha Ё К-автоморфизмов поля ©2 имеет 
ранг [£ : K] над ©, следовательно, состоит не менее чем из [£ : К] 
элементов. Обратно, если существует [Ё:К] различных К-изо- 
морфизмов поля Ё в Q, то они являются ограничениями Ha E 
К-автоморфизмов поля © ($ 6, следствие 2 из предложения 2) 
и линейно независимы над (ὁ (теорема 3). Ввиду теоремы 1 поле Ё 
имеет ранг [Ё:А] над полем ZL(Q) элементов, инвариантвых 
относительно группы К-автоморфизмов поля ©. Этим доказано, 
что поля E и L(Q) линейно разделены над К (§ 2, n° ὃ), и сле- 
довательно (теорема 2), что расширение Ё сепарабельно над К. 


6. Сепарабельные алгебраические элементы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Лусть Е — расширение поля К. Элемент x 
расширения Е, алгебраический над К, называется сепарабельным 
nad К, если алгебраическое расширение К (x) сепарабельно над К. 

Предложенив 9. Пусть © — алгеб раически замкнутое расши- 
рение поля К. Для того чтобы алгебраический элемент ЕО 
степени п над К был сепарабельным над К, необходимо и доста- 
точно, чтобы он имел п различных сопряженных элементов 
над К (или, что то же, ввиду предложения 3 $ 6, чтобы все 
корни в Q минимального многочлена элемента x над К были 
простыми). 

Действительно ($ 6, n° 2), число К-изоморфизмов расшире- 
ния А (х)равно числу элементов, сопряженных с 2, а степень поля 
К (1) над К равна п. 

Следствие 1. Если элемент xEQ, алгебраический над К, 
является сепарабельным над К, то всякий сопряженный с ним 
над К элемент тоже сепарабелен над К. 

Следствие 2. Если элемент x€Q является простым корнем 
некоторого многочлена gE К [Х], mo x сепарабелен над К. 

Действительно, минимальный многочлен } элемента х над 
полем К делит g ($ 3, теорема 1), следовательно, х— простой 
‘корень многочлена f, и TO же верно oe всех сопряженных с X 
{8 6, предложение 3). 

Следствив 9. Если элемент x€Q алгебраичен и сепарабелен 
‘над полем К, то он сепарабелен над любым расширением Е 
„поля К, содержащемся в 2. 
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Действительно, x — простой корень своего минимального мно- 
гочлена над А, принадлежащего кольцу F [X]. 

Назовем многочлен кольца Κ[Χ] сепарабельным, если все 
его корни в алгебраическом замыкании поля К сепарабельны. 
Ввиду предложения 1 $ 3, для того чтобы неприводимый много- 
член fEKIX] был сепарабельным, необходимо и достаточно, 
чтобы fé K[X?] (р— характеристика поля К). В частности, если 
К — поле характеристики нуль, то всякий непостоянный много- 
член кольца К [Х] сепарабелен. 

ПРЕдложЕНИЕ 10. Пусть Q — алгебраически замкнутое pacwupe- 
ние поля К. Пусть А— часть ©, состоящая из сепарабельных 
алгебраических элементов над К. Тогда К(А)— сепарабельное 
алгебраическое расширение поля К. 

Достаточно доказать, что для всякой конечной части Р 
поля К (4) поле K(F) сепарабельно (предложение 6). Так как 
каждый элемент части À содержится в некотором расширении 
поля AK, получаемом присоединением конечной части множества A, 
то все поле К (К) содержится в поле А (В), где B— некоторая 
конечная часть множества А и, следовательно, можно ограничить- 
ся случаем, когда множество À конечно. Итак, пусть (A;)ı<i<n— 
некоторая конечная последовательность сепарабельных алгебраи- 
ческих элементов расширения @ поля К. Будем доказывать 


индукцией по п, что поле К (а1, 4 >, ..., An) сепарабельно над К. 
Ввиду определения 3 предложение верно для п=1. Так как 
элемент A, сепарабелен над полем К (а1, As, ..., An-ı) (следствие à 
из предложения 9), расширение К (a;, а>,..., An) сепарабельно. 
над К (a,, ..., An-1) (определение 3); HO, по предположению индук- 
ции, поле К (ay, ..., An-1) сепарабельно над К, следовательно, 
и поле K (a4, dg, ..., An) сепарабельно над К (предложение 7). 


Следствие 1. Для того чтобы алгебраическое расширение Е 
поля К было сепарабельным, необходимо и достаточно, чтобы 
все элементы поля Е были сепарабельны над К. 

СлЕедствиЕ 2. Всякое алгебраическое расширение совершенного: 
поля К совершенно. 

Действительно, пусть Ё — алгебраическое расширение поля К, 
Г — алгебраическое расптирение поля Ё; всякий элемент 2 рас- 
ширения F алгебраичен над К ($ ὃ, предложение 8), следова- 
тельно, сепарабелен над À по предположению о совершенности 
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(предложение 4). Отсюда вытекает, что X сепарабелен над Е 
(следствие ὃ из предложения 9) и, следовательно, À — сепара- 
бельное расширение поля Е (следствие из предложения 10), πο 
это значит, что Е совершенно (предложение 4). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 11. В любом алгебраическом расширении Е 
поля К множество E, элементов этого поля, сепарабельных над К, 
является сепарабельным расширением поля К, которое совпа- 
дает с объединением всех сепарабельных расширений поля К, 
содержащихся в Е. Действительно, поле K(E) сепарабельно 
над А (предложение 10), следовательно, Аб (Ёо)С-Ёу и, значит, 
К (Eo) = Eo. 


7. Примитивные элементы 


Пусть дано алгебраическое расширение Ё поля К конечной 
степени п. Элемент «CE называется примитивным элементом. 
расширения E, если Е = К (x): существование примитивного эле- 
мента означает тем самым, что Ё — простое расширение поля К. 
Элемент X, следовательно, имеет степень п над К; обратно, 
всякий элемент расширения Ё, степень которого равна п, является 
примитивным элементом расширения Æ ($ 2, следствие 2 из 
теоремы 1). 

ПрЕдложеЕНИЕ 12. Густь К — бесконечное поле, тогда всякое 
сепарабельное алгебраическое расширение E поля К конечной сте- 
пени является простым. 

Пусть [E:K]=n; по предположению, существует 2 различных 
К-изоморфизмов u;(1<i<n) расширения E в поле Q (предложе- 
ние 8). Пусть V;; (1-2 ]) — множество тех элементов YEE, для 
которых и; (у) =и,; (у); тогда У;;, — подполе поля Е, содержащее K 
и, следовательно, являющееся векторным подпространством про- 
странства E (над А). По предположению, множество V;; отлично 
от Ё, и так как поле К бесконечно, то существует элемент хЕЁ, 
не принадлежащий ни к одному из п(п—1)/2 векторных под- 
пространств V;; (гл. IV, $2, предложение 8); это значит, что 
все элементы U;(X) различны (1 <i<n), следовательно, 2 имеет 
по крайней мере п различных сопряженных в О, т. 6. степень 2 


над К не меньше п, и так как XCEL, то степень 2 равна п, т. е. 
E=K\x). 
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Мы увидим в $ 11, что предложение 12 распространяется на 
случай конечного поля К ($ 11, предложение 4). 

Упражнения. 1) Пусть }—неприводимый многочлен кольца 
К [Х], сепарабельный над А, и пусть a; (1<i<n)—ero корни 
в алгебраическом замыкании Q поля К. Пусть #— произвольный 
многочлен кольца K[X], Р— некоторый неприводимый множитель 
(в X [X]) многочлена } (2 (Х)). Доказать, что степень многочлена h 
является целым кратным гп числа п и что h имеет точно г общих 
корней с каждым из многочленов g(X)—a; кольца Ω [Х] (paccmo- 
треть сопряженные произвольного корня многочлена À). 

*2) Пусть @— тело (не обязательно коммутативное), К — подтело 
тела Q, Ок —множество ©, снабженное структурой правого вектор- 
ного пространства над К. Для любого векторного подпространства У 
пространства Qx рассмотрим множество £ (У, Фк) линейных OTO- 
бражений пространства V BQ, снабженное структурой левого вектор- 
HOTO пространства над ©, индуцированной структурой a (см. гл. II, 
S'9,.-n°-6). 

a) Доказать, что если У имеет размерность п над К, TO размер- 
ность пространства L(V, Ок) над Q равна п. 

6) Пусть а —некоторое множество автоморфизмов тела ©, co- 
держащее тождественный автоморфизм и такое, что если UEG,VEG, 
то wov€G. Пусть L— тело элементов, инвариантных относительно G. 
Для того чтобы векторное подпространство У пространства От, имело 
конечную размерность п над L, необходимо и достаточно, чтобы 
множество Су ограничений на У элементов С имело ранг п над © 
(то же доказательство, что для теоремы 1). 

в) Пусть К — некоторое подтело тела ©; назовем векторное подпро- 
странство У пространства Qx конечной размерности п сепарабель- 
ным над А, если любое линейное отображение пространства V в Эк 
является линейной комбинацией (с коэффициентами из ©) ограниче- 
ний на У К-автоморфизмов тела ©. Для того чтобы У было сепара- 
бельным, необходимо и достаточно, чтобы его ранг (справа) над 
полем инвариантных элементов относительно К-автоморфизмов тела Q 
был равен п; вывести отсюда, что всякое векторное подпространство 
пространства Г сепарабельно. 

г) Пусть Е — подтело тела Q, содержащее К. Будем говорить, 
что Е сепарабельно над А, если всякое векторное подпространство 
пространства Ё конечной (правой) размерности над K сепарабельно 
над К. Доказать, что если в цепочке KCECFCR тело Е сепа- 
рабельно над К, а F сепарабельно над Ё, то F сепарабельно 
над К. 

д) Пусть Е —подтело тела Q, содержащее К, и пусть (и, Ет— 
некоторое семейство К-изоморфизмов тела Καὶ в Q. Для того чтобы 
отображения u, были линейно зависимы (над Q), необходимо и до- 


статочно, чтобы существовали К-изоморфизм v пространства E ΒΩ, 
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конечная непустая часть J множества J и семейство (Wilze у He рав- 


ных нулю элементов тела Q такие, что У п; =0 и и; (2) = пу (2) pj! 
ied 
для всех i€/ и всех ΕΠ. 


$ 8. Радикальные элементы. Критерий сепарабельности 


В этом параграфе < — алгебраически 3amk’tymoe поле харак- 
теристической экспоненты р; все предложения, доказываемые 
в этом параграфе, тривиальны для р=1. | 


1. Радивальные элементы 


Предложенив 4. Пусть К — некоторое подполе поля Q. Для 
того чтобы элемент Е ® был инвариантен при всех К-автомор- 
физмах поля Q, необходимо и достаточно, чтобы существовало 
целое число m>0 такое, что a ЕК. Пусть е— наименьшее 
из этих чисел: тогда минимальный многочлен элемента x над К 
имеет вид ХР — α΄". | 

Условие достаточно; в самом деле, пусть и— произвольный 
К-автоморфизм поля ©. Если α΄ ΕΚ, то (u(x))” = и (a) = 7", 
следовательно ($ 1, следствие из предложения 1), и (x) — x. Обратно, 
если элемент 2 инвариантен относительно всех К-автоморфизмов 
поля О, то х алгебраичен над К, и его минимальный много- 
член f над À имеет только один корень ($ 6, предложение 3). 
При p=1, как мы уже видели «EK ($ 3, предложение 1); если 
ке 07 TO пусть е— наибольшее из чисел h, для которых 
ΙΕΚ [Х2" 1. Имеем f (X) = g[X?"], где многочлен ЕК [X], очевидно, 
неприводим и σά К [Х?]. Так как g имеет только один корень 22° 
в О, то (Х) =Х— 27° ($3, предложение 1). Предложение доказано. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Пусть дано подполе К поля ©; элемент x€Q 
называется радикальным над К, если существует такое целое 
число т> 0, что 2?" ΕΚ. 

Множество радикальных над А элементов поля Q является, 
таким образом, полем. элементов, инвариантных относительно 
всех К-автоморфизмов поля © (см. $7, n° 2); ввиду предложе- 
ния 4 это поле можно определить как множество корней всех 


я | 
многочленов вида X” —а кольца К [X] (e— произвольное неот- 
рицательное число). 
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Так как поле Q алгебраически замкнуто, то оно совершенно 
($ 7, следствие из предложения 5), следовательно, отображение 


e 
x — x” является автоморфизмом Ω. Мы будем обозначать CHM- 
—& 1/p° à 
BOOM 2 —> x? “или x —> x? обратный автоморфизм, а симво- 
Br 1/pe n° 
лом К’ или К’  — образ поля К при отображении x — x 
—e 
поля К в Q. Поле К? является множеством корней MHOTO- 


e 
членов X” —a кольца К [X], следовательно, оно является anee- 
браическим расширением поля К, имеющим, возможно, беско- 


—е —f 
нечную степень. Если e<f, το К? CK” . Подполе поля ©, 
состоящее из радикальных над К элементов, является объедине- 


> 6 
нием полей К?  npn e, пробегающем все неотрицательные числа. 
OO 


Будем обозначать это поле символом К? ; оно является алге- 
браическим расширением поля К (см. $ 7, предложение 2). 


Era 2. 
ПрЕДлОЖЕНИЕ 2. Поле К? является наименьшим совершен- 
ным подполем поля Q, содержащим К. 
Действительно, пусть Ё — произвольное совершенное подполе 


—€ 
поля О, содержащее К; тогда EP =Е для всех e > 0 ($ 7, пред- 


—е C0 
ложение 5), следовательно, HK” и, значит, EK”. OGpar- 
ное непосредственно следует из того, что всякий К-автоморфизм 


oo 


ul © < — 
поля Q является К? -автоморфизмом, следовательно, К? fB- 


ляется полем элементов, инвариантных относительно всех ΚΤ - 
OO 


автоморфизмов поля ©, τ. е. поле К? совершенно. 
€ 
Замечание. Если поле К He совершенно, то все поля В” 
различны, так как тогда K?  K ($ 7, предложение 5) и изоморфизм 
ре p~? p —(e—1) χο 
er»; поля К на К отображает КР на КР . Поле К 
является, таким образом, алгебраическим расширением бесконечной 
степени над К, когда К не совершенно. 


2. Критерий Мавлейна 
ПрЕдложЕНИЕ 3 (Маклейн). Пусть К — некоторое подполе 


поля Q, ЕС О — расширение поля К. Для того чтобы Е было 
сепарабельным над К, необходимо, чтобы поля Е и КГ” были 


Ta 
линейно разделены над К, u достаточно, чтобы поля Е и К’! 
были линейно разделены над К. | 
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Критерий сепарабельности ($ 7, теорема 2) означает, что Ё 
и К? ^ линейно разделены над K. Следовательно, остается дока- 
зать, что если поля Ё и К?" линейно разделены над А, то 
линейно разделены поля Eu К? ^. Действительно, всякое семей- 
ство (а,) элементов поля E, свободное над К, свободно над К? sé 
следовательно, семейство (a?) свободно над К и по индукции 
семейство (ap! ) свободно над К для всех неотрицательных чисел f. 


Таким образом, соотношение вида У ша, = 0, где и, ЕК? ^ все 
ν 


равны нулю, кроме конечного числа, эквивалентно соотноше- 
f 
нию δ) ЦР av —=0 для всех положительных чисел f. Tak как 
L 


существует число f такое, что pr’ ΕΚ для всех ı, то M =0 для 
всех ι, и предложение доказано. 

Следствие. Пусть Е — некоторое расширение поля К. Если Е 
сепарабельно над К, то для любого линейно свободного над К 
семейства (αι) элементов расширения Е, семейство (a?) линейно 


свободно над К. Обратно, если существует линейный базис (b;) 


расширения Е над К такой, что семейство bŸ линейно свободно 
над К, то Е сепарабельно над К. 

Это утверждение непосредственно следует из критерия линей- 
ной разделенности ($ 2, n° 3). 


: ue 
ложения 3 вытекает, что Ef)K . Однако может существовать 


алгебраическое расширение Е поля К, не сепарабельное над К 


> Замечание. Если поле Е сепарабельно над К, то из пред- 


—00 
и такое, что ЕПК” --Κ (см. упражнение 17 и $ 10, предложе- 


ние 14) 


3. Приложение x сепарабельным 
алгебраическим расширениям 


ПрРЕДлОЖЕНИЕ 4. Пусть А — некоторое множество алгеб pau- 
ческих элементов над полем К, и пусть поле К (A) сепарабельно 
над К. Тогда К (А?) =К (А). Обратно, если А имеет конечный 
ранг над К и K(AP)=K(A), то K(A) сепарабельно над К. 
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Будем предполагать’ сначала, что A имеет конечный ранг 
над полем А и (a;)ısisu— линейный базис пространства К (A) 
над К. Тогда К(А)=К[ А] и К(А?)=К[А?] ($ 3, предло- 
жение 3), следовательно, элементы 4? являются системой обра- 
зующих векторного пространства À (AP) над полем K ($ 1, предло- 
жение 3). Если расширение К (A) сепарабельно над К, το эле- 
менты а? линейно независимы над К (следствие из предложе- 
ния 3), следовательно, [К (A): К] = [К (А): К] и K(AP)=K(A). 
Обратно, если выполнено это условие, то элементы а? линейно 
независимы над A (гл. Il, $ 3, следствие 2 из теоремы ὃ), 
следовательно, расширение К (A) сепарабельно над К (следствие 
из предложения 3). Если же множество А имеет бесконечный 
ранг над полем А, то расширение К (A) является объединением 
подполей K(F), где F пробегает множество конечных частей 
множества А ($ 2, следствие из предложения 3). Если поле К (А) 
сепарабельно над А, то любое подполе Κ (F) сепарабельно над К, 
следовательно, К (ЕЁ?) =К (Г) и поле К (ΑΡ), являясь объедине- 
нием полей K(FP), совпадает с К (À). 

Следствие. Пусть Е — некоторое сепарабельное алгеб pauuecroe 
расширение поля К; если система (b,) образует базис поля Е 
над К, то система (bP) тоже образует базис Е над К. 

Действительно, семейство (6?) линейно свободно над К (след- 
ствие из предложения 3), следовательно, оно является базисом 
пространства К [EP] над К ($ 1, предложение 3). Так как расши- 
рение Ё алгебраично над К, имеем ие $ ὃ 
предложение 3). 


Замечания. 1) Используя предложение 4, можно дать дру- 
гое доказательство того, что всякий сепарабельный алгебраический 
над К элемент x будет сепарабельным над любым расширением F 
поля К, содержащимся в Ω (§ 7, следствие 3 из предложения 9): 
действительно, 


Е (x?) =К (Е) (2?) =К (x?) (Е) =К (F) (x) =F (2). 


2) Если Е— алгебраическое расширение бесконечной степени 


поля К, то условие К (ЕР) =Е не является достаточным для того, 
— 00 


чтобы Е было сепарабельным над А: например, поле E=K 
удовлетворяет этому условию. 
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ПрРЕдложеЕНИЕ 9. Пусть Е — произвольное сепарабельное расши- 
рение поля К, Е — некоторое алгеб раическое расширение. поля К, 
μμ, в Е. При этих условиях E сепарабельно над Е 
(см. $ 7, n° 4). | | 2 

Пусть (a1)— некоторый базис поля F над К, (by = 
базис поля E над F. Достаточно доказать, что семейство (by) 
линейно свободно над F (следствие из предложения 3). Пусть 


У Bubu =0— линейное соотношение между элементами 6% с коэф- 


фициентами В, ЕР. Так как злементы (a?) составляют базис поля F 
над К (следствие из предложения 4), имеем В, = 2 Arnd‘, где 
hy μ 


BER Следовательно, 2 Gay (a,b,)? =0, и так как семейство 
А, в 


(a,b„) образует базис поля E над К ($2, n° 1) (следствие из предло- 
жения 3), семейство (αλὀμ)᾽ линейно свободно над К, откуда сле- 
дует, что а, = 0 для всех пар (A, μ), т. e. В, =0 для всех μ. 


4. Радикальные расширения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Расширение ЕС О поля К называется ради- 
кальным, если все его элементы радикальны над К. 
_ Таким образом, радикальные расширения поля А суть 


расширения поля К, содержащиеся в К? _”; все они алгебраичны 
над К. Для любого множества А радикальных элементов над К 
расширение К (А) радикально над К. Если Е — радикальное 
расширение поля К, а Е- радикальное расширение поля Ё, 
то Р— радикальное расширение поля А, так как для всякого 
элемента хЕЁ существует такое целое число m, что ax? CE 
и такое целое число п, что (xP”)P" ЕК, т. ο, cP™' ЕК. 

ПрЕдлОоЖжЕНИЕ 6. Для всякого радикального расширения KH 
поля К конечной степени число [E : K] является степенью харак- 
те ристической экспоненты р. 

Действительно, пусть Ё =К (а1, do, ..., An) и все элементы а; 
радикальны над КА; тогда тем более элемент а; радикален над 
полем К (а1,..., а; 1) при 1 << п, а так как число [К (as, ..., a): 
: А (а1,..., @;_1)] является степенью р (предложение 1), число 
[Е : K] также является степенью р ($ 3, предложение 5). 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Для любого алгебраического над К элемента 
x EQ существует такое целое число т>0, что элемент x?” 
сепарабелен над К. 

Действительно, пусть }— минимальный многочлен элемента 2; 
если р=1, то предложение очевидно — достаточно взять m=O 
(8 7, предложение 9 u $ 3, предложение 1). Если р >> 0, то пусть 


h 
т — наибольшее из чисел À, для которых f€K[X?], тогда 


f(X)=g(X?"), 
где g€K[X] и géK[X?]. Очевидно, что g— неприводимый MHO- 
гочлен. Так как g¢K[X?], то все корни многочлена g 
простые ($ 3, предложение 1), следовательно, элемент 22”, яв- 
ляясь корнем многочлена ©, сепарабелен над К (8 7, предло- 
жение 9). 

Следствие. Нусть ЁЕ — алгеб раическое расширение поля К, 
Е — наибольшее сепарабельное расширение поля К, содержащееся 
в Е ($ 7, предложение 11); тогда Е — радикальное расширение 
поля Epo. 

Действительно, для любого элемента ЕЁ существует такое 
целое число т>. 0, что элемент x?” сепарабелен над К (предло- 
жение 7), следовательно, XP” Е Hy по определению. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 8. Лусть Е — алгеб раическое расширение поля К, 
E,— наибольшее сепарабельное расширение К, содержащееся в Е. 
Для того чтобы число К-изоморфизмов поля Е в Q было конеч- 
ным, необходимо и достаточно, чтобы поле Ey имело конечную 
степень над К; тогда это число равно [E, : Κ]. 

Действительно, всякий К-изоморфизм и расширения Во 
в поле @ продолжается до некоторого К-автоморфизма поля Q 
(5 6, следствие 2 из предложения 2). Пусть v и w—K-aBromop- 
физмы поля ©, продолжающие и. Тогда отображение vw! 
является Ёу-автоморфизмом поля ©, следовательно, его ограни- 
чение на расширение Ё (которое радикально над Во) будет тож- 
дественным отображением. Иначе говоря, всякий К-изоморфизм 
поля Ky однозначно продолжается до К-изоморфизма поля Ё. 
Предложение вытекает тогда из сепарабельности поля Ро ($ 7, 
предложение 8). 

_ Следствие. Если Е имеет конечную степень над К, то число 
К-изоморфизмов поля Е в Q является делителем степени [Е : К]. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть дано алгебраическое расширение Е 


поля К конечной степени. Назовем сепарабельным множителем 
степени поля Е (над К) u будем обозначать символом [Е : К]з 
степень над К наибольшего сепарабельного расширения Ey поля К, 
содержащегося в Е (равную числу К-изоморфизмов поля E в (ὁ); 
несепарабельным множителем степени поля Е (над К) называем 
степень поля Е над E, и обозначаем ее [E : K]. 


Таким образом, число [Ё:К]; является степенью р (предло- 


жение 6 и следствие из предложения 7), и 


< 


[В:К]=[Е: K],[E : К]. 


Замечание. Заметим, что несепарабельный множитель сте- 
пени поля Е не обязательно равен наибольшей степени р, на 
которую делится число [Е : К], так как может существовать сепа- 
рабельное расширение поля К степени р ($ 11, предложение 5 
и упражнение 8). 

Когда степень поля Ep над К (соответственно степень поля Е 
над Ео) бесконечна, говорят еще для удобства речи, что сепара- 
бельный множитель (соответственно несепарабельный множитель) 
степени поля Е над К бесконечен. 

Упражнения. *) а) Пусть Г — поле характеристики р > 0, x 


и у—такие радикальные над Г элементы, что 54 L, y Г, 22 ΕΙ, 
yP EL. Доказать эквивалентность условий уЕГ (1) и xE L (y). 

6) Пусть Е — расширение поля К характеристики р > 0. Часть М 
расширения E назовем р-независимой над К, если для любой части 
М’ множества М, отличной от М, поля K(EP)(M’) и К (Е?) (М) 
различны. Для того чтобы семейство М было р-независимо над К, 
необходимо и достаточно, чтобы любая конечная часть семейства М 
была р-независима над К. 

в) Часть М расширения Е поля К назовем р-базисом (или бази- 
сом несовершенства), если семейство М р-независимо над К и если 
Е =К (ЕР) (М). Пусть 5— такая часть Е, что Е=К (ЕР) (δ), M — 
часть множества 5, р-независимая над К; доказать существование 
такого р-базиса В расширения Е над К, что MCBCS (см. $5, 
упражнение 14). 

г) Для того чтобы конечное семейство (ti), <;<, различных эле- 


ментов расширения E было р-независимо над К, необходимо и доста- 


eis v 
точно, чтобы элементы νο”, „eher ar (OZSV;,LDPD для 


всех i) были линейно независимы над полем К (EP). В частности, 
для того чтобы расширение Е имело р-базис из г элементов, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие [E : К(Е?Р)]| = pr. 
Назовем г-степенью несовершенства поля Е над К. Если r—0 
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то есть К (ЕР) =Е, то ‘расширение Е называют относительно coeep- 
шенным над К (например, алгебраическое и сепарабельное над К 
расширение Е относительно совершенно над К). | 

*2) а) Пусть Ё — некоторое расширение поля К характеристики 
p>0, В— р-базис поля Е над К (упражнение 1в)); Доказать, что 


для любого неотрицательного целого числа Е =К (Е? ) (В). 

6) Предположим, что EC КР". Для того чтобы степень [Е : К] 
была конечной, необходимо и достаточно, чтобы степень несовер- 
шенства Mg расширения E над К: (упражнение`1 г) была конечной. 
Таким образом, то — минимальное число образующих поля E над К; 


k 
Если my—crenens несовершенства поля К (Е?) над К, To mg < my 
для всех А; положим ft тк; тогда [E : Κ]--ρί. 
k 


ρ-1 

в) Предположим, что Ες ΚΡ, и пусть Ко—такое подполе 
поля К, что Е сепарабельно над Κρ. Доказать р-независимость 
семейства В? над Ko. (Заметить, что если (ai) —базис поля К над Κρ, 


то (ad) — базис поля Ко (KP) над Ko.) 
Пусть С —часть поля К без общих элементов с ВР. и такая, 


что множество BP|)C является  р-базисом поля К над Κρ. Доказать, 
что объединение B|)C составляет р-базис поля E над Ку. 


г) Опять предположим, что E CK Р-^ и что поле Е сепарабельно 
над подполем Ко поля К. Доказать, что если степень несовер- 
шенства поля К над Ку конечна, то Е имеет ту же степень несовер- 
шенства, что К над Ку (использовать в)). 

*3) Пусть Е — расширение поля К характеристики р>0, F— 
расширение поля E. 

а) Если В — р-базис поля E над К, С —р-базис поля F над E, 
то существует р-базис поля F над К, содержащийся в BUC. 

6) Если Р— сепарабельное расширение поля EL, то любые два 
из следующих предложений влекут третье: a) семейство В образует 
p-Gasuc поля E над К; В) семейство С образует р-базис поля F 
над Е; у) семейство B|JC образует р-базис поля F над К uB(\C=¢ 
(воспользоваться тем, что если (c,)—Oasnc поля Г над Е, то 
(ch) образует базис поля К (ЕР) над К (ЕР) и базис поля Е (FP) 
над Е). | | 

*4) Пусть К — поле положительной характеристики р, E— неко- 
торое расширение поля К и РГ — расширение конечного типа 
поля Е. Доказать, что если степень несовершенства поля Е над К 
конечна, то она не меньше степени несовершенства поля F над К 
(свести к двум следующим случаям: 1° F сепарабельно над E, 
2° F=E (x), где xP ЕЕ). 

#5). Пусть К — несовершенное поле, Е —алгебраическое расшире- 


‚ние поля К конечной степени. Для того чтобы Æ было простым 
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расширением поля К, необходимо и достаточно, чтобы его степень. 
несовершенства над К была равна 0 или 1 (для доказательства 
достаточности заметить, что если РЁ, —наибольшее сепарабельное 
расширение поля А, содержащееся в Ё, то [E=E,(a) и Eo=K (B}; 
и доказать, что можно найти элемент ЕК такой, что Е =К (а-+ В^), 
поскольку поле К бесконечно). 

6) Пусть Е — расширение конечной степени поля UK. Пусть r > 0— 
степень несовершенства поля E над К; доказать, что г— наименьшее 
число образующих поля Е над К (для того чтобы доказать, что Е 
порождается г элементами, заметить, что если Еу— наибольшее 
сепарабельное расширение поля К, содержащееся в E, то суще- 
ствует г элементов а; (1<i<r) таких, что E=Ep (qa, ..., a), 
и использовать упражнение 5). | 

Вывести отсюда, что для того чтобы всякое алгебраическое расши- 
рение конечной степени поля К характеристики р >0 было про- 
стым, необходимо и достаточно, чтобы степень несовершенства 
поля К над КР была равна 0 или 1. 

7) Пусть Ё— сепарабельное расширение поля К. Если поле 
ECF является относительно совершенным я ры поля К, 
‘TO доказать, что F сепарабельно над E. 

8) Пусть К--поле положительной ‚характеристики p>o. Ecau 
Е — относительно совершенное расширение поля К или алгебраиче- 


ское расширение поля К, то ЕР ”-=Е(КР ^) (во втором случае 
использовать радикальность Ё над наибольшим сепарабельным 
расширением Ey поля К, содержащимся в Е). Be} 

9) Пусть К—поле положительной характеристики р, E—cena- 
рабельное расширение поля К, В—р-базис поля E над K. 

а) Доказать, что семейство В алгебраически свободно над К (рас- 
смотреть алгебраическое соотношение наименьшей положительной 
степени между элементами В и представить степени переменных, 
которые в нем участвуют, в виде kp+h, где O<h< p—1). Вывести 
отсюда, что если Е имеет конечную алгебраическую размерность 
над К, то степень несовершенства Ё над К не превосходит алгебраи- 
ческой размерности E над К. | 

6) Доказать, что поле E сепарабельно и относительно совершенно 
над полем К (В). 

10) Назовем базис трансцендентности В расширения Е поля К 
сепарабельным, если поле E является алгебраическим сепарабельным 
расширением поля K(B) (см. $ 9, n° 3). Для того чтобы расшире- 
ние Ё поля К положительной характеристики р и конечной алгебраи- 
ческой размерности над К допускало сепарантный базис трансцен-' 
дентности ‘над КА, необходимо и достаточно, чтобы поле Е было. 
сепарабельно над’ К и его степень несовершенства над К была равна 
его алгебраической размерности над К. Таким образом, всякий 
р-базис поля Е над К является сепарабельным базисом трансцен- 
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дентности поля E над К (использовать упражнение 96) и упражне- 
ние 36)). 

11) Доказать, что относительно совершенное трансцендентное 
расширение Ё поля К положительной характеристики р не может 
иметь конечный тип над К. (Доказать, используя предложение 4, 
что в противном случае для любого базиса трансцендентности В 
расширения Е над К расширение E сепарабельно над К (B).) 

12) Пусть К — поле положительной характеристики р, Е — сепа- 
рабельное расширение К конечной алгебраической размерности. 

а) Если существует некоторый базис трансцендентности Ту рас- 


m 
ширения E над К и неотрицательное число m такое, что К (ЕР) cena- 
рабельно над К (To), то.доказать, что для любого базиса трансцен- 
дентности 7 расширения E над К существует такое неотрицатель- 


ное число п> 0, что поле К (ЕР") сепарабельно над К (T). 

6) Вывести отсюда, что если выполнено условие а), то Е допу- 
скает сепарантный базис трансцендентности над К (есть В есть 
р-базис поля Е над К, 5“— базис трансцендентности поля E над К, 
содержащий В (упражнение 9а)), то, используя упражнение 96), 
доказать, что ‚5 — сепарантный базис трансцендентности). 

13. Пусть К — несовершенное поле характеристики р и х— эле- 
мент, трансцендентный над К. Доказать, что объединение E расши- 


рений К CS поля К является сепарабельным расширением К 
алгебраической размерности 1, не допускающим сепарантного базиса 
трансцендентности над К. 

* 14) Пусть Е — расширение поля К, F — расширение поля E. 

а) Если поле Е допускает сепарантный базис трансцендентности 
над К и если Г допускает сепарантный базис трансцендентности 
над К, то поле F допускает сепарантный базис трансцендентности 
над К. 

6) Если поле F допускает сепарантный базис трансцендентности 
над К и если Е имеет конечную алгебраическую размерность над К, 
то поле E допускает сепарантный базис трансцендентности над К 
(свести к случаю, когда F имеет конечную алгебраическую размер- 
ность над К и применить упражнение 12). 

в) Если F допускает сепарантный базис трансцендентности над К 
и сепарабельно над Е, то поле F допускает сепарабельный базис 
трансцендентности над Ё (использовать упражнение 12). 

15) Пусть К — поле положительной характеристики р и степени 


несовершенства над ΚΡ, равной 1. Для того чтобы расширение E 
поля К было сепарабельно над К, необходимо и достаточно, чтобы 
поле E не содержало никакого радикального над К элемента, не при- 
надлежащего К (если элемент а поля К образует базис поля К 
над КР, то доказать, что поля К?"=К (а? ") и Е линейно разделены 
над К). 
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16) Пусть /— унитарный неприводимый многочлен кольца К [X], 
Кр— поле положительной характеристики р. Доказать, что в кольце 
К[Х] многочлен }(Х?Р) неприводим или является р степенью непри- 
водимого многочлена в зависимости от того, существует или нет коэф- 


фициент многочлена f, не принадлежащий полю ΚΡ, 

* 17) Пусть Ко— поле характеристики p >2, и’пусть К — поле 
рациональных функций Κρ (Х, У). Рассмотрим алгебраическое рас- 
ширение E—K (9) поля К, порожденное корнем 9 многочлена f (2) = 


=—Z°P 1 xZP4+Y в кольце К[ 2]. Доказать, что поле Е не сепара- 
бельно над К, но не содержит радикальных над К элементов, не при- 
надлежащих К (см. упражнение 15). (Заметить сначала, что много- 
член } неприводим в кольце Κ [2]; если существует такой элемент 
BCE, что ВРЕК, ВЕК, то f приводим в кольце К (В) (2); используя 
упражнение 416, доказать, что тогда элементы Х 112 и УИ при- 
надлежат Е и что [Е: К] > p2.) 

18) Пусть Ф—алгебраически замкнутое расширение поля К, Е 
и Г— расширения поля К конечной алгебраической размерности, 
содержащиеся в Q, и ECF. Пусть (ио)- семейство К-автомор- 
физмов поля © таких, что ограничения из на Е попарно различны 
и составляют множество К-изоморфизмов поля E в ©. Пусть (vs) — 
семейство различных Е-изоморфизмов. Доказать, что всякий К-изо- 
морфизм поля F может быть однозначно записан в виде Ugo VB. 


Вывести отсюда, что если Е и Р— алгебраические расширения 
поля К конечной степени и ECF, το [F:K]=[F: El, [Е : K]s. 


$ 9. Дифференцирования в полях 
4. Продолжение дифференцирования 


Пусть ©@ — некоторое поле, Ё — подполе в Q. Мы уже onpe- 
делили в главе ТУ, $ 4, n°3 и 4 понятие дифференцирования 
подполя Е в поле Q (где поле E рассматривалось как алгебра 
над кольцом Z целых рациональных чисел). 

ПрЕдложЕНИЕ 1. Для каждого дифференцирования D под- 
поля E в поле Q множество N тех элементов x Е E, для кото- 
рых Ох=0, является подполем поля Е. 

В самом деле, известно, что N является подкольцом поля EL, 
содержащим единицу (гл. ПУ, $ 4, n° ὃ и 4). С другой стороны, 
так как всякое дифференцирование в поле Q любой области 
целостности, содержащейся в Q, однозначно продолжается до 
дифференцирования ee поля дробей (гл. ТУ, $ 4, предложение 11), 
множество N совпадает с этим полем дробей. 
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' Отсюда следует, что О (ах) =аВх для всех αΕΝ, x EF; дру- 
гими словами, D является дифференцированием подполя E 
поля Q, если поле Ё рассматривать как алгебру над полем Ν. 
Вообще пусть К — произвольное подполе поля E; всякое диффе- 
ренцирование подполя E в ©, рассматриваемого как алгебра 
над К, называется К-дифференцированием. Эти дифференциро- 
вания D характеризуются тем свойством, что Dx= 0 для всех 
xEK. | 

Из предыдущего ные, в частности, что всякое диффёренци- 
рование простого поля в`любом его расширении является‘ нулевым. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть É — некоторое подполе поля Ώ, D — 
дифференцирование поля Ев 9, F=E (2, кг расширение поля Е, 
содержащееся в Ὁ, u (и) ет семейство элементов us Ὁ, Для 
того чтобы существовало дифферениирование D поля Е, являю- 
щееся продолжением дифференцирования D и такое, что 


D(x)=u для всех «ЕТ, необходимо u достаточно, чтобы для 
каждого конечного подмножества H ЕТ существовало дифферен- 
цирование Dy поля Е(т)сн, являющееся продолжением 
дифференци рования D и такое, что Dy(x)=u, для каж- 
0020 vEH. Дифференцирование D в этом случае является 
единственным. CLS 


Единственность D следует из того, что множество Tex эле- 
ментов £E F, которые аннулируются некоторым дифференциро- 
ванием, является подполем в Ё: если оно содержит E и 2,, то 
оно совпадает с F. Если продолжение Dy существует для каж- 
дого конечного подмножества H EJ, то для двух таких подмно- 
sects H CL дифференцирование D, является продолжением Dy 
в силу единственности D,. | 

Для каждого элемента x € F существует такое конечное мно- 
жество Н, что ХЕЁЕ (αι)ιεη (8 2, следствие предложения ὃ), и зна- 
чение Дн(х) в силу сказанного выше не зависит от выбора 
конечного мвожества Н, удовлетворяющего этому условию; 000- 


значив это значение через Dx, мы определим, таким образом, 


— — 


D. на всем поле F. Остается убедиться в TOM, что В является 
дифференцированием, но это немедленно следует из того, что 
для всяких двух элементов 2 и у, принадлежащих À, существует 
такое конечное множество À EI, что 2 u YEE (then. 
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В частности, нулевое дифференцирование является единст- 
венным дифференцированием поля F, аннулирующим все поле Е 
и каждый из элементов X. . 

IIpequomenue 3. Пусть Е— некоторое подполе поля Q, D — 
дифференцирование подполя Е в ®. Пусть Е=Е (x, ..., 2%) — 
расширение конечного типа поля Е, лежащее в ©, в— идеал 
алгебраических соотношений между элементами т; с коэффи- 
циентами из Е (множество таких многочленов Е Ё[Х.,..., Xnl, 
о: Е, т) =0). Для данного семейства и; (1 <i<n) эле- 
ментов поля Q необходимым и достаточным, условием существо- 


вания дифференцирования D поля Е в ®, являющегося продол- 


жением дифференцирования D и такого, что Ох. = и; для всех 
1 << п, является выполнение а 


fP (a, ..., a+ So ни = 0, (1) 


где fP— многочлен (кольца Q[X;,..., Xn]), полученный upume-— 
нением дифференцирования D к каждому коэффициенту MHOTO- 
члена f (гл. ТУ, 8 4, n° 4). 

‚Покажем сначала, что условия (1) необходимы и достаточны 
для того, чтобы можно было продолжить дифференцирование D 


до дифференцирования D кольца ([αι, Lo, ++, Ln], удовлетво- 
ряющего условиям Дт; = и; (1<1<п). Каждый элемент из 
E19: 2, In} имеет. вид gl... 2), THO PCE ХХ... ХЕ 


В силу правила вычисления производной для каждого диф- 


ференцирования D, являющегося продолжением D, имеет место 
тождество 


D(g (1, -.., tn) = 8 (та, ..., LH Е, (2) 
ist i 


откуда сразу же следует необходимость условий (1). Обратно, 
если эти условия выполнены, TO для каждого элемента 
У=Е (11, ..., in) из Ex, ..., 28| мы можем определить Dy 
с помощью правой части равенства (2), так как условие (1) 
показывает, что определенное таким образом значение Ду будет 
одним и тем же для каждого многочлена £ такого, что 
y—=g(z1, ..., Zn). Нетрудно убедиться, что описанное отобра- 
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жение D является дифференцированием кольца Ε[αι,..., xl, 
удовлетворяющим нужным условиям; оно однозначно продол- 
жается на поле дробей Ε(αι,..., х,) кольца Ele, ..., ra] 


(гл. IV, $ 4, предложение 11), чем и завершается доказательство. 
Замечание. Пусть ([λ)-- некоторая система образующих 
идеала 4; для того чтобы условие (1) выполнялось для каждого 
многочлена f C4, достаточно, чтобы оно выполнялось для всех fy. 
В самом деле, каждый многочлен f € а записывается, по пред- 


положению, в виде [= У φλῇ, где Pi — некоторые многочлены; 
À 


следовательно, 
OM, д 
P= ht рей и а => th БВ δὲ ae ὃ 
Так как, согласно предположению, fa (ti, cs Tay = 0: WHA вбех A; 
имеем 


I? (αι, м 


= Baten (Ви чи чи). 


откуда следует наше утверждение. 

Применим критерий предложения 3 к различным типам рас- 
ширений полей. | 

ПредложЕниЕ 4. Пусть АС-® — чисто трансцендентное рас- 
wupenue поля E, (αι) чистый базис поля Е над Е. 

Для каждого дифференцирования D поля Е в Q и каждого 
семейства (u,) элементов из ® существует дифференцирование 


D поля Е e Ω, причем единственное, продолжающее D и такое, 


что Dx,=u, для каждого ц. 
В самом деле, идеал à алгебраических соотношений между 


элементами X, с коэффициентами из поля Ё сводится к нулю, 
следовательно, условия (1) выполняются. 

ПрЕдложЕНИЕ 5. Ecau ЕС © — сепарабельное алгебраическое 
расширение поля Е, то каждое дифференцирование D поля Е 
в ® однозначно продолжается до дифференцирования D поля E 6 Q. 

Сначала покажем, что если продолжение возможно, TO OHO 
единственно. В самом деле, пусть fEE[X]— минимальный 
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многочлен некоторого элемента zEF над полем Ё; в силу фор- 


мулы (1) должно выполняться равенство f2(x)+ f(x) Dr =0; 
поскольку элемент x сепарабелен над LE, f (x) 5-0 ($ 7, предло- 


жение 9), так что элемент Dx определен однозначно. 


Для доказательства существования D достаточно рассмотреть. 


тот случай, когда поле F=H (zy, ..., Xp) является конечным 
расширением над Ё (предложение 2). Проведем индукцию по п; 
при и = 0 утверждение очевидно. Положим Ё = Ё (11, Zo, ..., Tn_1); 


тогда F=L(x,) и элемент x, сепарабелен над L ($ 7, след- 
ствие 3 предложения 9). По предположению, дифференцирование D, 
поля L является продолжением D. Пусть g— минимальный 
многочлен элемента х„ над L; для существования дифференци- 
рования D поля F, продолжающего D,, в силу замечания к пред- 
ложению 3, необходимо и достаточно, чтобы можно было так 


определить значение Dz, в ©, чтобы оно удовлетворяло урав- 
нению 


871 (In) + Ε΄’ (tn) Din = 0, 
а это всегда возможно, поскольку 5’ (Zp) 5Ε 0. 

Следствие 1. Пусть О) — такое дифференцирование поля Е, 
что D(E)CE; тогда D(F) CF. | 

Следствие 2. Любое К-дифференцирование расширения Е 
поля К является нулевым в каждом алгеб раическом сепарабель- 
ном расширении поля К, содержащемся в Е. 

В частности, так как каждое дифференцирование простого 
поля Р является нулевым и так как Р совершенно ($ 7, след-. 
ствие предложения 5), каждое дифференцирование алгебраиче- 
ского расширения поля Р нулевое. 

ПредложЕниЕ 6. Пусть ЕС © — радикальное расширение 
поля К конечной степени, большей 1; тогда существует нену- 
левое К-дифференцирование поля Е в Ὁ. 

В самом деле, пусть (5;)!<:<„— система образующих поля Ё 
над А такая, что 2, 6К (x, ..., Tn_1), элемент 7, радикален 


над L; пусть {(X)=X” —а— его минимальный над /, многочлен 
(где р— характеристика ©). Для того чтобы К-дифференцирова- 
ние D поля Z продолжалось до дифференцирования D поля E, 
необходимо и достаточно, чтобы Dz, можно было определить 


160 | поля are гл. у, § 9 


из соотношения f?(zr,)+f' (tn) D(tr)— 0. Это означает, что 
I? (1,)=0, что; вообще говоря, не всегда верно; но для D =0, 
очевидно, f?(Xn)—0 и, следовательно, существует такое 
К-дифференцирование D поля E, что Ол, — произвольный 
элемент из (2. 


2. À ифференцирования сепарабельных расширений 


ТЕОРЕМА 1. Для того чтобы конечное расширение ΕΓΩ 
поля К было алгебраическим и сепарабельным над К, необто- 
димо и достаточно, чтобы единственным К-дифференцирова- 
нием поля E в Q было нулевое дифференцирование. 

Условие необходимо в силу следствия 2 предложения 5. 
Обратно, пусть Ё=К (x, Lo, ..., Zn) —KoHeunoe расширение 
поля А; положим Eo=K, Е, =К (11, 42,..., τὴ) для 1<i<n. 
Пусть А— наименьшее целое i, для которого поле Ё —E, алге- 
браично и сепарабельно над Ё;; мы хотим доказать, что число h 
не может быть положительным. В противном случае поле 
En=En-ı(Xn) не было бы алгебраическим и сепарабельным над 
Enr (Г, предложение 7). Если элемент x, трансцендентен над 
En, то существует ненулевое на E) К-дифференцирование D 
(предложение 4). Если же элемент X, алгебраичен над Ép-1, TO он 
не сепарабелен над Æ»_1 Пусть F— наибольшее алгебраическое 
‹епарабельное расширение поля Én-1, содержащееся в Ё»; по пред- 
положению, FAH, и Ё-— радикальное расширение поля F 
($ 8, предложение 7); следовательно, существует К-дифференци- 
рование D, ненулевое на En) (предложение 6). В обоих случаях 
дифференцирование D продолжается на Ё =Ё» (предложение 5), 
что завершает доказательство. 


случиться, что нулевое дифференцирование по-прежнему является 
единственным К-дифференцированием, но поле Е уже не сепара- 
бельно над К. Например, пусть А — несовершенное поле характери- 


> Если Е не является расширением конечного типа поля К, может 


стики р; тогда каждое К-дифференцирование D поля Е=КР © 


является нулевым, так как для каждого элемента x € E существует 
элемент yEK такой, что х==уР, следовательно, Drz—pyP-1Dy—0. 


Следствие. Пусть Ἢ (L<i<n) суть п многочленов из 
Κ[αι, ...., m; αι (l<i<n)—marue п элементов поля Ὁ, 
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что |: (71,..., 2.) =0 для всех 1<i<n. Если определитель 
Of; 

det (52) не равен нулю, mo поле K(x, ..., Ln) является 
J 


алгеб раическим u сепарабельным расширением поля К. 

В самом деле, пусть 0) — какое-нибудь К-дифференцирование 
поля К (αι, Re: из A соотношений F; (X, ..., Xn)— 0 следует 
(гл. IV, $ 4, предложение 9), что 

n ; 
à о Daz 0 AZI<N, 


j=1 


откуда, в силу предположения, Dr;=—O0O для 1<j<n, a это 
означает, что 2 = 0 (предложение 2). 


3. Сепарабельные базисы трансцендентиности 


Пусть © — некоторое расширение поля А, Ё— подрасширение 
поля ©; обозначим символом Ок множество ©, наделенное струк- 
турой векторного пространства над полем А. К-дифференцирова- 
ния поля Ё в © являются частичными линейными отображениями 
поля Ё в Qx; отсюда немедленно следует, что они образуют 
векторное подпространство над © векторного пространства & (Е, 
Ок) (cm. § 7, n° 1). 

ТЕОРЕМА 2. Пусть Е=К (21, 12, ..., &n) 2 — сепарабельное 
pacwupenue конечного типа поля К. Пусть r — алгебраическая 
размерность поля Е над полем К; тогда векторное простран- 
ство D (над Q) К-дифференцирований поля Е в Q имеет my же 
размерность т, существует часть В множества элементов 2; 
такая, что В является базисом трансцендентности поля Е 
над К и Е является алгеб раическим сепарабельным расширением 
поля К (В). 

Пространство D имеет конечную размерность <п. В самом 
деле, пусть Ок (1<К<п- 1) система (n+1) К-дифференци- 
рований поля E в ©; существует п-- 1 элементов а; (1 <i<n-+1) 
поля О, среди которых не все равны нулю, с условием 
n+1 n+1 
У a;D;x;—0 при 1<j<n; поэтому > a,D;=0 (предложение 2). 
i=1 i=1 
Пусть теперь $ < п — размерность пространства D u (Di); <i<s— 
базис пространства D (над 9). Матрица (D;x,) из $ строк и п 
11 H. вурбаки 
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столбцов имеет ранг $, ибо иначе предыдущие рассуждения 
показали бы, что дифференцирования D; над Q линейно зависимы. 
Сделав, если нужно, перестановку 27, можно, следовательно, 
считать, что определитель det(D;r,), где 1<i<s, 1<j<s не 
равен нулю (гл. Ш, § 7, предложение 1). Покажем в первую 
очередь, что поле Е алгебраично и сепарабельно над полем 
Е (21, Lo, ..., 23); в самом деле, если D — РГ-дифференцирование 
поля Ё, то D является тем более К-дифференцированием поля EL; 


$ 


следовательно, О = >) a;D;, где а; 69; а так как Dx;=0 для 
i=1 
. 8 
1<j<s, иными словами, > Dia; — 
i=1 
1<i<s, τ. ο. Р=0, что в силу теоремы 1 доказывает наше 


Sir Ὁ y — 0: 


утверждение. 
Остается установить алгбраическую независимость над К 
элементов 21, Los ..., Xs. Пусть «— идеал алгебраических соот- 
ношений между элементами 21, Lo, ..., д. над полем К, и пусть 
а = 0. Пусть f 4 0 — многочлен наименьшей (общей) степени в à; 
тогда f (T1, ..., ds) = 0, следовательно (гл. IV, $ 4, предложение 9), 
Sen, — 0 для 1 <i<s и, значит, oF -= 0 для 1 <] < $; иначе 
Bad δα; SISS; | 


говоря, = Са для всех 1<j<s; в силу выбора f отсюда следует, 
j 5 


что vt =0 для 1<j<s. Если поле К имеет характеристику 
δ 


нуль, то | необходимо является константой = 0, что невозможно, 
следовательно, а = (0). 
Если поле А имеет характеристику р>0, f принадлежит 


кольцу ΚΙΧΊ,..., XF] ($1, предложение 4); другими словами, 
{= > «22, где c,€K и где Й)—многочлены от X; (Зв). 
À | 
Поскольку поле E сепарабельно над К, в силу критерия Маклейна 
($ 8, следствие предложения 3) существуют элементы d,€K, не 
все равные нулю, такие, что многочлен © = > d,Z, также при- 
À 


надлежит идеалу 4, а это противоречит выбору f. Следовательно, 
мы снова приходим к абсурдному заключению, и в этом случае 
также показано, что 4— (0). Доказательство закончено. 
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Базис трансцендентности В поля Е над полем К, для которого 
поле E является (алгебраическим) сепарабельным расширением поля 
К (В), называется сепарабельным базисом трансцендентности поля Е 
над К. Заметим, что если Е обладает сепарабельным базисом транс- 
цендентности В над К, то другой базис трансцендентности В’ поля 
Е над К не обязан быть сепарабельным: например, если поле К имеет 
характеристику р>0 и поле E=K(X) сепарабельно над К ($ 7, 
предложение 3), то Х образует сепарабельный базис трансцендентности 
поля Е над К, но ХР также образует базис трансцендентности 
поля Е над К, а поле Е является радикальным расширением поля 
К (ХР). Отметим также, что сепарабельное расширение Ё поля К, 
не являющееся конечным над К, может не иметь ни одного сепа- 
рантного базиса трансцендентности ($ 8, упражнение 13). 


_ ПрЕдложЕНИЕ 7. Пусть Е и F—dea расширения поля К, 
алгеб раически разделенные над К, и пусть Е сепарабельно над К; 
тогда поле E(F) сепарабельно над Е. 

Достаточно показать, что для каждой конечной части MCF 
поле £ (М) сепарабельно над E ($ 7, предложение 6). Положим 
L=K(M), тогда 'Ё(М)=Е (Г), следовательно, можно ограни- 
читься случаем, когда поле F конечного типа над К. 

Пусть В — сепарабельный базис трансцендентности поля F над К 
(теорема 2); так как, по предположению, семейство В алгебраи- 
чески свободно над Ё ($ 5, предложение 9), поле Ё (В) является 
чистым расширением поля Æ, и следовательно, сепарабельно 
над Ё ($ 7, предложение 3). Поскольку каждый элемент поля F 
алгебраичен и сепарабелен над К (В), он тем более алгебраичен 
и сепарабелен над Ё(В) ($ 7, следствие ὃ предложения 9); зна- 
чит, расширение В (Р) сепарабельно над E(B) u, следовательно 
($ 7, предложение 7), над E. 


< Напротив, если не предполагать, что расширения E u F алгеб- 
раически разделены над А, поле Е (F) может не быть сепарабельным 
над Е даже в случае, когда F сепарабельно над К. 

Например, пусть х— трансцендентный над К элемент, a— ради- 
кальный над К элемент, не принадлежащий полю К; тогда элемент 
(2-+a) трансцендентен над К, поэтому поля Е =К (x) и F=K (x+a) 
являются чистыми трансцендентными расширениями поля К и, 
следовательно, сепарабельны над К. 

Но поле \E(F) содержит элемент а=х-Ра—х, радикальный над 
Е и не принадлежащий Е, поскольку поле К (a) не сепарабельно 
над К. 


11» 
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Следствие. Лусть Е и Е— два сепарабельных расширения 
поля К, алгеб раически разделенные над К, тогда поле К (Е |} Е) 


сепарабельно над К. 
В самом деле, в силу предложения 7 поле К (Е |} К) сепара- 


бельно над FE, откуда следует утверждение, так как поле E 


сепарабельно над А ($ 7, предложение 7). 


Упражнения. 1) Пусть А— поле характеристики p >0, Q— 
некоторое расширение поля К, Е — подрасширение поля ©. Показать, 
что каждое К-дифференцирование поля E в Q является нулевым 
в поле К (EP). Пусть В — любой р-базис поля E над К ($ 8, упраж- 
нение 1); для каждого элемента x Β существует такое К-дифферен- 
цирование D поля EL, что Da=1 и Dy—0 для всех уЕВ, y x; 
в частности, если степень несовершенства поля E над К ($ 8, упраж- 
нение 1) конечна, то размерность (над ©) пространства К-дифферен- 
цирований поля E равна этой степени. 

Вывести из этих результатов, что если Р — сепарабельное рас- 
ширение поля Æ, то каждое К-дифференцирование поля Е можно 
продолжить до некоторого К-дифференцирования всего поля F 
(использовать упражнение 36) из $ 8). 

* 2) Пусть К — поле характеристики р >0, © — расширение поля 
К, Еи Е— подрасширения поля ©, алгебраически разделенные над К. 
Пусть С— наибольшее алгебраическое и сепарабельное расширение 
поля К, содержащееся в F; показать, что E (Г) — наибольшее алгеб- 
раическое и сепарабельное расширение поля Ё, содержащееся в Е (F). 
(Свести к случаю, когда L=K; пусть В — базис трансцендентности 
поля Ё над К и Н— алгебраическое замыкание поля К в F; исполь- 
зуя упражнение 8д) $ 6, показать, что À (В) —алгебраическое замы- 
кание поля К (В) в поле F(B), радикальное над К (В). Показать 
затем, что для всякого алгебраического над Е элемента zEE(F) 
существует целое число г>0 и конечное число элементов и; CE 


= r 
[x <P) таких, что элемент xP —y принадлежит алгебраическому 
сепарабельному расширению М = (В) (uy, ..., un) поля Е (В), при- 
чем и; образуют базис поля М над F (B)h; показать, наконец, исполь- 


n 
зуя предложение 3 $ 6, что если y= 3) bju;, где b;€F(b), το BE 


3—4 

€ H(B), и вывести отсюда, что существует такое целое число $ > 0, 
что у2° CE.) 

* 3) Пусть Ко—поле характеристики р >0, К=Ко(Х, У) — поле 
рациональных дробей от двух переменных над Ko. 

а) Пусть Е=А (0, и), где 0 — независимая переменная над К, 
a и алгебраический над K(U) элемент, определенный равенством 
uP—X-+YUP, Показать, что поле E не сепарабельно над К, но поле 
К алгебраически замкнуто в поле Е. (Показать, что для любого 
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_ алгебраического над К элемента ЕЕ, РЕК; если бы cé K, To 
K(U, z)=K(U, и); вывести отсюда, используя теорему 1, что эле- 


менты X1/P и y!/P принадлежали бы полю К (α).) 

6) Пусть Р=К (У, v), где У— другая независимая над К mepe- 
менная и vP—X--YVP. Показать, что поля E и F линейно разде- 
лены над К, но что поле К не является алгебраически замкнутым 


в поле К (Е |) δ). (Показать, что ЕР ЕК (Е |) Е), вывести из этого, 
что элемент V не может принадлежать полю Е (У), заключить на 
основании этого, что поля Е и F линейно разделены над полем À.) 

4) Пусть Е и Е— два трансцендентных расширевия поля К, 
линейно разделенных над К. Показать, что поле K(E |} δ) отлично 
от кольца С (изоморфного произведению EL © F), порожденного MHO- 
жеством E |) Р. (Свести к случаю, когда поля E и F имеют алгеб- 
раическую размерность единица над полем К; если ЕЕ иуЕ Е — 
трансцендентные над К элементы, показать, что элемент 1/2--у не 
может принадлежать кольцу С; методом от противного показать, 
что иначе существует такое целое число г> 0, что элемент 


1/(α-- y)" принадлежит подкольцу кольца С (изоморфному К (x) © 
& К (y)), порожденному множеством К (x) || К (y), причем p— харак- 
теристическая экспонента поля К.) 


$ 10. Расширения Галуа 


1. Определение расширений Галуа 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Расширение Е поля К называется расшире- 
нием Галуа (над К), если оно алгебраично и если К совпадает 
с полем инвариантов группы всех К-автоморфизмов поля Е; 
эта группа тогда называется группой Галуа поля Е (над К). 

Пусть Е — произвольное алгебраическое расширение поля К 
и Е—К— поле инвариантов группы всех К-автоморфизмов 
поля Ё. Поскольку каждый А-автоморфизм поля E является 
также Р-автоморфизмом, Ё является расширением Галуа поля F. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для того чтобы алгебраическое расшире- 
ние E поля К было расширением Галуа, необходимо и доста- 
точно, чтобы оно было нормальным и сепарабельным. 

Это все равно, что сказать, что все корни минимального 
многочлена над К для {каждого элемента ЕЁ должны быть 
простыми и содержаться в Е ($ 6, определение 2 и $ 7, пред- 
ложения 9 и 10). 
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Условие необходимо. В самом деле, пусть х принадлежит 
расширению Галуа Ё поля К, и пусть x; (1 <i<n)— весе различ- 
ные сопряженные с 2 элементы, лежащие в Ё; каждый К-авто- 
морфизм и поля Е переставляет между собой элементы 2; ($ 6, 


определение 1), поэтому || (Χ--αι)-- || (X —и (x): это доказы- 
i=1 i=1 


вает, что коэффициенты многочлена g(X)= || (X—x;)EE [X] ин- 
i=1 


вариантны при всех K-aBromopbusmax поля E, a тогда, согласно 
предположению, они принадлежат полю К. Поскольку #(Х) = 0, 
многочлен © кратен минимальному многочлену f элемента х над 
К ($ 3, теорема 1), а так как его степень не больше степени f, 
TO g=f; это показывает, что все корни многочлена { просты 
и содержатся BE. 

Условие достаточно. В самом деле, предположим, что. оно 
выполнено, и пусть элемент хЕЁ не принадлежит К; так Kak 
степень минимального многочлена f элемента х над А больше 
единицы и все его корни простые в Ё, то существует по крайней 
мере один элемент YC, сопряженный с 2 и отличный от него, 
следовательно ($ 6, предложение 7), существует такой К-авто- 
морфизм и поля Е, что и(1)= y; тем самым все доказано. 

Следствие. Каждое расширение Галуа N поля К является 
объединением всех подрасширений Галуа расширения N конечной 
степени над К. 

В самом деле, каждое нормальное подрасширение расширения 
N сепарабельно над К ($ 7, предложение 6), т. е. является рас- 
ширением Галуа поля К, и утверждение следует из аналогичного 
результата ($ 6, следствие 2 предложения 9), относящегося 
к нормальным расширениям. 


2. IT одрасширения расширения Галуа 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Пусть N — расширение Галуа поля К. Для 
каждого промежуточного поля Е, лежащего между К и №, 
N является расширением Галуа поля Е, и группа Галуа поля 
N над полем E является подгруппой группы Галуа поля N над 
полем К. | 
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В самом деле, все корни минимального многочлена f над К 
для каждого элемента x€ N просты и содержатся в N, следова- 
гельно, то же самое справедливо для корней минимального над 
Е многочлена элемента x, делящего многочлен f (8 3, предло- 
жение 2), что доказывает первое утверждение предложения 2. 
Второе же утверждение очевидно, поскольку группу Галуа поля 
N над Е можно отождествить с группой автоморфизмов поля №, 
оставляющих инвариантными элементы из E. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Пусть N— расширение Галуа поля К, 
и пусть Г—его группа Галуа. Для важдого промежуточного 
поля Е, лежащего между К и N, и каждого К-автоморфизма 
GET поля N поле G(E), сопряженное с полем Е (над К), 
содержится в N, и группа Галуа поля N над o(E) совпа- 
дает с групой о Ao, сопряженной с группой Галуа А по- 
ля N над Е. 

В самом деле, для всякого ТЕГ соотношение то (1) = (х) 
эквивалентно равенству с`1то (1) — x. 

ПрЕдложЕНИЕ 4. Пусть М— расширение Галуа поля К, 
и пусть Г— его группа Галуа. Для того чтобы промежуточное 
поле Е, лежащее между К u N, являлось расширением Галуа 
поля К, необходимо и достаточно, чтобы группа Галуа А поля 
N над Е была отличной от Г подгруппой в Г; тогда группа Tanya 
поля E над К изоморфна T/A. 

Для того чтобы поле Ё было расширением Галуа над К, 
необходимо и достаточно, чтобы оно было нормальным, поскольку 
оно сепарабельно над К ($ 7, предложение 6). Другими словами, 
необходимо и достаточно, чтобы O(E)=E для любого автомор- 
физма GET ($ 6, предложение 7). В силу предложения 3 из этого 
условия следует, что OAo t=A для любого автоморфизма σΕΓ. 
Обратно, так как поле O(E) является полем инвариантов группы 
ΟΔΟ, из равенства о Ao 1 = А следует, что o(E)=E, что дока- 
зывает первую часть предложения 4. | 
_ Если Е — расширение Галуа над К, то для каждого σΕΓ 
ограничение ок автоморфизма о на поле Ё является К-автомор- 
физмом поля Ё; отображение о — ок будет представлением груп- 
пы Г на группу Галуа поля E (над К), поскольку каждый К- 
автоморфизм поля Ё продолжается до некоторого К-автоморфизма 
поля М ($ 6, предложение 7); для того чтобы Op было тождест- 
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венным отображением, необходимо и достаточно, по определению, 
чтобы o€ A. Тем самым утверждение доказано. 

Расширение N поля K называется абелевым, если оно яв- 
ляется расширением Галуа и если его группа Галуа абелева. Из 
предложения 4, в частности, вытекает следующее утверждение: 

Следствие. Если N — абелево расширение поля К, то каж- 
дое промежуточное поле, лежащее между К и N, является 
абелевым расширением поля К. 


3. Семейства расширений Галуа 


ВБ этом и следующих пунктах Q означает алгебраически 
замкнутое расширение поля К, u все расширения поля К, кото- 
рые здесь рассматриваются, являются подрасширениями рас- 
ширения (2. 

ПредложениЕ 5. /ЛГусть (М№,) — некоторое семейство расшире- 
ний Галуа поля К. Пересечение [] Νι и поле К (|) №,), порож- 

L [A 


денное объединением полей N, являются расширениями Галуа 
поля К. 

Действительно, каждое подрасширение сепарабельного расши- 
рения сепарабельно ($ 7, предложение 6), поэтому каждое рас- 
ширение, порожденное алгебраическими элементами, сепарабельно 
($ 7, предложение 10). Тогда предложение 5 является следствием 
аналогичного предложения для нормальных расширений ($ 6, 
предложение 8), если принять во внимание характеризацию рас- 
ширений Галуа, данную в предложении 1. 

Следствие. Пусть (N,)— семейство абелевых расширений поля 
К; тогда поле М =К (|) Λι), порожденное объединением полей 

L 


N,, также является абелевым расширением поля К. 
В самом деле, N — расширение Галуа поля К; пусть 0 U T— 
какие-нибудь А-автоморфизмы поля N. Для каждого ı ограниче- 
ния автоморфизмов о и Tt Ha М, являются А-автоморфизмами поля 
N, (8 6, предложение 7), а так как N, абелево’ над А, то огра- 
ничение автоморфизма oto !T ! на N, является тождественным 
отображением. Отсюда следует ($ 6, n° 1), что oto ttt — тожде- 
ственное отображение на всем поле ΛΙ =К (| |} N,), а это означает, 
L 


что М — абелево расширение поля К. 
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В частности, поле, порожденное объединением всех абелевых 
расширений поля А, содержащихся в ©, является наибольшим, 
абелевым расширением, содержащимся в Q; это поле называется 
абелевым замыканием поля К. Ясно, что это расширение не за- 
висит (с точностью до К-изоморфизма) от рассматриваемого алге- 
браически замкнутого расширения Q поля К. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Лусть Ар — множество алгебраических над 
К элементов поля Q. Для того чтобы нормальное расширение 
поля К, порожденное множеством К (А), было расширением 
Галуа, необходимо и достаточно, чтобы все элементы в А были 
сепарабельны над К. 

Условие, очевидно, необходимо (предложение 1). Оно доста- 
точно, поскольку элемент, сопряженный с алгебраическим сепа- 
рабельным элементом, сепарабелен ($ 7, следствие 1 предложения 
9), а нормальное расширение, порожденное множеством К (A), 
порождается множеством элементов, сопряженных с элементами 
из А ($6, предложение 9) и поскольку, наконец, каждое рас- 
ширение, порожденное множеством алгебраических сепарабельных 
элементов, сепарабельно ($ 7, предложение 10). 

Следствие. Лусть (})— некоторое семейство сепарабельных 
многочленов кольца Κ[|Χ], A— множество их т в 9; тогда 
К (А) — расширение Галуа поля К. 

В частности, поле корней сепарабельного многочлена |Е К [X] 
есть расширение Галуа поля К. Группа Галуа Г этого расши- 
рения называется группой Галуа многочлена |. Пусть x; (1< 
<1<п) — различные корни многочлена f BQ, и М=АК (24, ... 

., In) — поле корней многочлена f; ограничение каждого 
К-автоморфизма и поля N на множество {2741, Lo, ..., Ln} является. 
перестановкой этого множества, и обратно, если известны зна- 
чения u(x;) (1<1< п), то значение U(x) определено для каждого 
элемента zEN ($ 6, n° 2). Следовательно, группа Галуа Г поля 
N над К канонически изоморфна группе перестановок элементов 
21, порожденной ограничениями автоморфизмов WET на множе- 
ство элементов 2;; следовательно, Г изоморфна подгруппе cum- 
метрической группы ©, (но, вообще говоря, не изоморфна всей 
группе ©,; другими словами, произвольная подстановка элемен- 
тов 2; не является, вообще говоря, ограничением какого-нибудь. 
К-автоморфизма поля N). 
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Если f— неприводимый сепарабельный многочлен, а поле К (αι, 
XQ, ..., Ln) многочлена } совпадает с каким-либо из полей К (αι), 
уравнение f(x) =0 называется уравнением Галуа (см. $ 6, n° 3). Это, 
в частности, будет тогда, когда поле корней К (αι, Xo, ..., Zn) мно- 
гочлена f является абелевым расширением поля К: действительно, 
из следствия предложения 4 вытекает тогда, что К (x;) — абелево 
расширение поля А; оно содержит поэтому каждый сопряженный 
‚С 1; элемент U, следовательно, совпадает с К (24, Xo, ..., Xn). В этом 
случаз уравнение f (x) =0 называют абелевым. 


4. Композит расширения Галуа 
и произвольного расширения 


ТЕОРЕМА 1. Пусть N — расширение Галуа поля К, Е — какое- 
либо расширение поля К (содержащееся в 2), и L=E[)N. Поля 
Е u N линейно разделены над L; Е (№) — некоторое расширение 
Галуа поля Е, и каждый Г-автоморфизм поля № единственным 
образом продолжается до Е-автоморфизма поля Е (№); если Г— 
группа Галуа поля N над Г, Г’—группа Галуа поля Е (№) над 
E, то отображение, ставящее в соответствие каждому L-aemo- 
морфизму поля N единственный Е-автоморфизм поля Е (№), 
являющийся его продолжением, есть изоморфизм групп T ul. 

Пусть и есть Е-изоморфизм поля E(N) в ©, имеем 


и (Е (№)) =Е (и (№)) =Е (№), 
поскольку u(N)=N, 
N—E(N) 
RER FE € 
Рис. 3. 


следовательно, Ё (№) --- нормальное расширение поля Ё. С другой 
стороны, каждый элемент поля N алгебраичен и сепарабелен над 
К, а значит и над Ё ($ 7, следствие ὃ предложения 9); отсюда 
следует, что поле E(N) сепарабельно над E ($ 7, предложение 
10) и поэтому является расширением Галуа поля E (предложе- 
ние 1). Чтобы показать, что E и N линейно разделены над L, 
рассмотрим (линейный) базис (b,) поля E над L и покажем, что 
он (линейно) свободен над N (8 2, n° 3). Рассуждаем от про- 
тивного: если бы семейство (b,) не было свободным над N, то 
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существовало бы первичное соотношение >, a,b,—0 между эле- 
| % 


ментами b, с коэффициентами a,€N (ra. II, $5, n° 4). Для 
любого Е-автоморфизма и поля E(N) тогда δ) u(a,)u(b,)=0, 
À 


т.е. >) U(a,)b,=0. Ho u(a,)EN, следовательно, существует 
À 


такой элемент PEN, что ul(a,)=gQa, для всех À (ra. Il, § 5, 
предложение 2), а так как существует такой индекс U, что ay = 
--1, то о=1. Это означает, что все коэффициенты а) инвари- 
антны при каждом Ё-автоморфизме поля Е (№) и поэтому (опре- 
деление 1) принадлежат HL, что противоречит предположению. 

Заметим теперь, что поле Ё (№) как расширение Z изоморфно 
тензорному произведению LN ($ 3, предложение 7 и § 2, n° 9); 
поле Ё (№), рассматриваемое как расширение поля Ё, совпадает 
тогда с алгеброй, полученной при помощи расширения до E 
поля операторов L алгебры N (гл. ПЛ, $3, n°4). Следовательно, 
каждый Г-автоморфизм поля N однозначно продолжается до неко- 
торого Ё-эндоморфизма поля ЕЁ (М) (гл. Ш, $ 3, предложение 5), 
а каждый Е-эндоморфизм поля Ё (№) является автоморфизмом 
{$ 6, предложение 4). Тем самым теорема доказана. 

СледствиЕ 1. Диля каждого поля Е, промежуточного между 
Е u E(N), справедливо равенство Е=Е(Е[]М№). 

Действительно, Ё(М№) — расширение Галуа над F (предложе- 
ние 2). Пусть А’— группа Галуа поля E(N) над F; в силу тео- 
ремы 1 она изоморфна группе А ограничений на N автоморфиз- 
мов СЕЛ’. Но поле инвариантов группы А совпадает с ЕДИМ; 
описание группы Δ’ при помощи группы А (теорема 1) немед- 
ленно показывает (если рассмотреть базис поля E над ЕП М, 
являющийся одновременно базисом поля E(N) над N), что для 
инвариантности элемента из E(N) при отображениях из A’ необ- 
ходимо и достаточно, чтобы этот элемент принадлежал полю 
E(Ff\N); из этого следует, что F=E(FT)N) (определение 1). 

Это следствие не обобщается на случай, когда Е и N— два рас- 


ширения поля К, линейно разделенные над К, но такие, что N не 
является расширением Галуа над К (упражнение 7). 


Следствие 2. Пусть Е; и E,— два таких расширения Галуа 
поля К, что Eıf)Eg=K. Гогда поля Е! и E, линейно разделены 
над К, причем поле K(E,\JE,) является расширением Галуа 
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поля К, группа Галуа которого изоморфна произведению Г. Xl: 
групп Галуа полей E, и Е. над К. | 

Мы уже видели (предложение 5), что поле K(E,LJE,) явля- 
ется расширением Галуа поля К. Для каждого К-автоморфизма 


σι (соответственно 02) поля Κι (соответственно E,) пусть 64 (COOT- 


ветственно 0.) —единственное продолжение O1 (соответственно Oo} 
до ЁЕавтоморфизма (соответственно Ё!-автоморфизма) поля 
К (Е, )Е>) (теорема 1). Если о — К-автоморфизм поля К (£,| |»), 
то его ограничение на FE, является К-автоморфизмом о, 


поля ΚΙ; следовательно, 0] 00 есть Е\-автоморфизм 0, поля 
К (Е. Е»). Это показывает, что σ--σ|οσ; и при данном о, 0, 
и 0. определяются однозначно, так как они являются ограни- 
чениями автоморфизма о на поля E, и E, соответственно. Иными 


словами, отображение (σι, 05) —>01002 является взаимно одно- 
значным отображением группы Г, xT, на группу Галуа Г поля 
K(E,\JE,) над К; это отображение является представлением, 


так как автоморфизм (σι °02)о (т. от.) совпадает с 04T, на Ё, mc 


Oot, Ha Hy, и поэтому равен (σιτι)ο(σοτο). 
5. Теория Галуа 


ТЕОРЕМА 2. Пусть L—noae, А — группа автоморфизмов поля 
Г, К—поле инвариантов группы A. Для того чтобы Г, было 
расширением конечной степени поля К, необходимо и достаточ- 
но, чтобы группа А была конечной. Поле L тогда будет pac- 
wupenuem Галуа поля К, а А— группой Галуа поля L над К, 
и степень поля L над полем К равна порядку группы Δ. 

В самом деле, в силу теоремы Дедекинда ($ 7, теорема 3) 
элементы группы А линейно независимы над L. Поэтому первое 
утверждение теоремы является немедленным следствием теоремы 
Артина ($ 7, теорема 1), в которой, кроме того, доказывается, | 
что если порядок группы À равен À, то [2 : К] =n. Следовательно, 
‘элементы группы А являются единственными А-автоморфизмами 
поля L ($ 7, предложение 8), откуда следует (определение 1), что 
L — расширение Галуа поля К, и что А— группа Галуа поля L. 

Следующая теорема сводит изучение подрасши рений конечного 
расширения Галуа к изучению подгрупп его группы Галуа. 
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ТЕОРЕМА 3 (фундаментальная теорема о расширениях Галуа). 
Пусть N — расширение Галуа конечной степени поля К, Γ-- 
его группа Галуа; пусть  — множество полей, лежащих между 
К и N,u #— множество подгрупп группы Г. Для каждой под- 
группы ЛЕ” обозначим через k (А) поле инвариантов группы A, 
а для каждого подполя EEK через # (Е) —группу Галуа поля 
N над полем Е. Соответствие Е — (Е) является взаимно одно- 
значным отображением множества À на множество Y, причем 
обратным к нему является отображение А — Е (А). Для каждого 
ЕЕ порядок группы g(E) равен [N:E], а индексе (T:g(E)) 
равен [Е :К]. 

Первое утверждение является непосредственным следствием 
предложения 2 и теоремы 2, а второе следует из формулы 


IN :KI\=IN 2EITE : Ky}. 


Следствие 1. Отображение E—g(E) является убывающим 
отображением множества H на % (упорядоченность по ввлю- 
чению). Пусть (Е;) — семейство полей, принадлежащих множе- 
ству #, Е— их пересечение, Е — подполе К (|) Е;). Тогда 8 (Е) — 

с № 


подгруппа в группе Г, порожденная объединением подгрупп 
g(E;), а g(F) совпадает с пересечением подгрупп g (Fj). 

Следствие 2. Пусть А— нормальный делитель группы Г; 
тогда поле инвариантов Κ(Δ) группы А является расширением 
Галуа поля К. 

Этот результат сразу следует из предложения 4. 

Следствив 3. Для того чтобы промежуточные поля Ey, и Е. 
были линейно разделены над К, необходимо и достаточно, чтобы 
выполнялось равенство 


(Г: (& (Zi) П 8 (22))) = (Г: g (Ei) (Г: g (Z2)). 


Действительно, если положить Ё = (Ё\[] Е5), то это равенство 
эквивалентно следующему: 


[EZ : К] = [Е : К] [Е›: ΚΙ, 


являющемуся критерием линейной разделенности ($ 2, предложе- 
ние 4). 

Следствие 2 из теоремы 1, кроме того, допускает для расши- 
‘рений Галуа конечной степени следующее обращение: 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть N — конечное расширение Галуа поля К. 
Если группа Галуа Г поля N является прямым произведением 
двух своих подгрупп Г, и Г, то поля инвариантов E, и Ey, 
групп Г. и Г, соответственно являются расширениями Галуа 
поля К, линейно разделенными над К и К(ЁЕ! || Е>) = М. 

В самом деле, Tak как подгруппы Г, и Г. являются нормаль- 
ными делителями в Г (гл. I, 8 6, предложение 6), поля FE, и Е, 
являются расширениями Галуа поля К (следствие 2 теоремы 3), 
группы Галуа которых соответственно изоморфны группам Г. 
и Г, (предложение 4); поскольку группа Г порождается груп- 
пами Г, и T,, а пересечение T',[)T, сводится к единице, то 
E,NE=K и N=K(E,|JE,) (следствие 1 теоремы 3); следова- 
тельно, Γι и E, линейно разделены над К (теорема 1). 

ПредложеЕниЕ 8. Если E — конечное алгеб раическое сепарабелъ- 
ное расширение конечной степени поля К, то существует лишь 
конечное число полей, лежащих между К u Е. 

В самом деле, нормальное расширение N поля А, порожден- 
ное множеством Ё, является расширением Галуа (предложение 6) 
конечной степени над К ($ 6, следствие Ί предложения 9); из 
теоремы 3 следует, что существует лишь конечное число полей, 
лежащих между К и N, а значит, между К и E. 

Обращение этого предложения неверно (упражнение 6). 


6. Норма и след в алгебраичесвих 
сепарабельных расширениях 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Пусть Е — алгеб раическое сепарабельное рас- 
wupenue поля К, имеющее конечную степень п над К; пусть о; 
(1<i<n) различных К-изоморфизмов поля Е в алгебраическое 
замыкание поля К ($ Т, предложение 8). Для каждого элемента 
ЕЕ назовем нормой и следом элемента x относительно полей Е 
и К и обозначим соответственно через Мк/к (2) и Trex (x) (или 
просто N£(x) и Trg(z), или даже через N(x) и Tr(x), если 
не будет возникать недоразумений) элементы 


М ук (1) = 01 (1) 02(%) ... On (7), _ (4) 
Trax (2) = 01 (x) + σα (х)-|... + σα (1). Ἢ (2) 
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Из этого определения немедленно следует, что om 
N в/к (ty) = Νε/κ(α) Nzyx (И), (3) 
Trex (7+ y) = Trex (2) + Ίτε,κ (y). (4) 


Элементы Nyx (x) и Trax (y) принадлежат полю К: в самом 
деле, нормальное расширение G поля А, порожденное множест- 
вом Ё, является расширением Галуа (предложение 6) и имеет 
конечную степень над К ($ 6, следствие 1 предложения 9), и для 
каждого А-автохорфизма т поля С все К-изоморфизмы to; поля E 
различны, поэтому с точностью до порядка совпадают с изомор- 
физмами oj; отсюда T (Nyx (X)) = Мк/к (2) и T(Tre/x (2)) = Try (2), 
что доказывает наше утверждение (определение 1). Можно, сле- 
довательно, говорить, что отображение x —> Tryyx (x) является 
представлением аддитивной группы поля Ё в аддитивную группу 
поля А, а отображение х—>Мх/к (5), рассматриваемое на муль- 
типликативной группе Е* отличных от нуля элементов поля E, 
является представлением этой группы в мультипликативную 
группу А* поля К. В частности, Тг(— 2) = —Tr(x), и если 
xÆ0, то N(z)#40 и №(1/х)=1/М (1). Для каждого хЕК 
Ттк/к (1) =пх и Мик (x) =<". 


Замечание. Если Е — расширение Галуа поля К, то 0; 
являются элементами группы Галуа Г поля Е, и можно считать, 
что отображение 5 — Тг (2) есть умножение на оператор ΟΙ + O2 +. 

.--σῃ из групповой алгебры А группы Г над кольцом Z целых 
т 
рациональных чисел. Более общо, для каждого элемента EN h;0; 
T=1 
т 
из этой алгебры и для каждого ΖΕ положим Aes) h;0; (x); 
i=1 
непосредственно видно, что этот внешний закон композиции (вместе 
со сложением в Е) определяет на E структуру левого А-модуля. 
В том же случае, когда рассматриваются нормы элементов из Ё, 


предпочтительнее записывать 25° 


вместо o-!(z) для каждого 0 Е Г. 
n 
Положим для каждого элемента À = > h;o; из Аи каждого x € E* 


i=1 


Sur уч Деу 


Pl Vis ВЫ: 


Следовательно, можно писать N (x) = r, Легко убедиться, 


что (2у)^=^у^, at hot и (х^)Р 2"; другими словами, закон 
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умножения мулыьпипликативной (абелевой) группы L* и внешний 


À 


закон (À, α) --- x” определяют Ha E* структуру правого А-модуля. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Пусть ЕЁ — сепарабельное расширение конеч- 
ной степени п поля К, Е— сепарабельное расширение поля Е 
конечной степени т. Для каждого zE F справедливы равенства 

Мь/к (2) = Мкук (Nvyz(2)), (5) 
Treyx (2) = Trex (Тгкук (2)). (6) 

Действительно, пусть С — расширение Галуа поля КА, поро- 
жденное множеством F; К-изоморфизмы произвольного подрас- 
ширения L расширения С в алгебраическое замыкание поля К 
отображают L в С и могут быть продолжены до К-автоморфиз- 
мов поля С ($ 6, предложение 7). Пусть о; (1 <#< п) — все K-u30- 
морфизмы поля Ё в С; предположим, что каждый из них про- 
должен до некоторого А-автоморфизма поля С, который мы 000- 
значим через о;. Пусть, с другой стороны, т; (l<j<m)— все 
Е-изоморфизмы поля F BG. Если фр— произвольный КА-изомор- 
физм поля F в С, то его ограничение на Ё является К-изомор- 
физмом поля Ё и, следовательно, совпадает с одним из σι. 


Отображение oj'o@ является тогда Ё-изоморфизмом поля Fu, 


значит, совпадает с некоторым Ty; другими словами, ф=о;от,, 
и ясно, что каждый К-изоморфизм поля F единственным образом 
записывается в таком виде; следовательно, для каждого ЕЁ 


у m 


Tryjx (x)= > ( 2 Où (Ty (x))) = 


‘= = 


т Th 


ae à 7 ( » τ) (α)) FE > σι (Trr/E (5) = Ίτε/κ (Irre (2)), 


ἷ--! = i= 
поскольку элемент Trr/g(X) принадлежит полю Ё. Аналогично 
доказывается формула (5). 

СЛЕДСТВИЕ 1. Для каждого элемента zEE справедливы 
равенства 
Nrız (2) = (Мкук (1))", Trex (5) = т-Тгкук (x). 
СлеЕДСТВвИЕ 2. Пусть Е — сепарабельное расширение конечной 
степени п поля К. Пусть еще х— элемент поля Е степени т 


Mm 
над К, u f(Z)=Z™+ >) a,2”"" — его минимальный многочлен 
k=1 
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над К. Тогда 


п 


Nave (2) = ((—1)"а„)", _ (1) 
Trax (2) = ---π-αι. (8) 


В самом деле, применим следствие 1 к расширениям К (x) и Е 
и к элементу zEK (x); пусть x; (1<i<m)—sce сопряженные 
с элементом x над А, тогда 


τ m 
Trx(x)/K (x) = 2 д; = —а U Νκιαγκ (x) — Ц = (— Pas 
--- 2 


поскольку 1(2)= Ц (Z—zx;), отсюда следуют формулы (7) и (8). 
=1 


ΠΡΕΠΠΟΆΊΕΗΜΕ 10. Для всякого сепарабельного расширения Е 
конечной степени поля К существует такой элемент ЕЁ, что 
Тгк/к (x) # 0. 

В самом деле, в противном случае между различными КА-изо- 


морфизмами 0; (1<i<n) поля Е существовало бы линейное 
nr 


соотношение У 0;—0, что противоречит теореме Дедекинда 
i=1 


(§ 7, Teopema 3). 

ΠΡΕΠΠΟΊΚΕΗΜΝΕ 11. Густь Е — сепарабельное расширение конеч- 
ной степени поля К; для каждого дифференцирования D поля Е 
такого, что D(E)CE u для всех xEE имеем Тть/к (Dx) = 
= D (Tryyx (2)). Pe 

В самом деле, пусть N расширение Галуа поля К, поро- 
жденное множеством Ё. Дифференцирование D однозначно про- 
должается на N u D(N)CN ($ 9, предложение 5 и следствие 1 
предложения 5). Пусть о; (1 <{<п)— различные К-изоморфизмы. 
поля Е в N, продолженные до К-автоморфизмов поля N. 
Нетрудно проверить, что nm отображений x—>0;Doï (x), опре- 
деленные в N, являются дифференцированиями, совпадающими 
с D на поле К. В силу предложения 5, $ 9, 0;020:' = D, откуда 
0:0 (x) = Do; (x) для каждого хЕЁ (1<i<n). Сложив почленно 
эти A равенств, получим требуемое утверждение. | 

_ Предложение 12. Пусть Е — сепарабельное расширение cme- 
пени п поля К, (а)!<<„- некоторый базис поля Е над К, 


12 H. Бурбаки 
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σι (1<i<n)—n различных К-изоморфизмов поля Е в алгебраи- 
ческое замыкание поля К. Тогда 


det (Ττ(αια)) = (det (σι (α))). (9) 


В самом деле, пусть А — матрица (о; (a;)). Положим 'A-A = (b;;); 
n n 


=1 k= 


тогда by= >) ок (а, о» (а) = >) ок (aja;)=Tr(aja;). Тем самым 
Κ 1 
все доказано. 
Определитель det(Tr(a;a;)) называется  дискриминантом 


базиса (a;) поля Ё. Он является ненулевым элементом поля К 
($ 7, замечание, следующее за определением 1). 


В главе УПТ мы снова вернемся к понятиям следа и нормы как 
к частным случаям более общих понятий, приложимых к любой 
алгебре конечного ранга над коммутативным кольцом К и, в частно- 
сти, K несепарабельным расширениям поля К; мы увидим также, 
каким образом эти понятия содержат в себе как частный случай 


понятия следа и определителя квадратной матрицы (гл. III, 
ss 4 x 6). 


7. Алгебраическая независимость автоморфизмов 


ТЕОРЕМА 4. Пусть К — бесконечное none, N — расширение 
Галуа конечной степени поля К, и пусть σι (1<1<п)- все 
К-автоморфизмы поля N. Пусть © — некоторое расширение 
поля М; если многочлен |, принадлежащий кольцу Q[X 1, Xo,..., Xn], 
удовлетворяет условиям f (0. (x), ..., On (1)) =O для каждого 
xEN, mo f—0. 

Пусть (a,)ı<j<n — базис поля N над К. Каждый элемент x€ N 


Τι 
однозначно записывается в виде х= > ум, где и;ЕК, сле- 
j=1 


TL 

довательно, σ,(α)-- >) ую; (а) (1<i<n). Обозначим через 
j=1 

g(Yı, Yo, ..., Yn) многочлен 


nr n 


f(D 61 (ay) У), .... D On (ay) Yi) 


j=1 j=1 


кольца Q[Y,,..., Υπ]. По. предположению, g (yy, ..., Yn) =0 для 
всех векторов (у;) ЕК”; следовательно, g=(, так как поле À 
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бесконечно (гл. IV, $2, предложение 8). Но матрица (σι (а;)) 
обратима ($ 7, замечание, следующее за определением 1), и если 
(b;;) — обратная для нее матрица, то ? 


ОСЬ Хх») = 8(2 δω. 5»... Drake). 


j=1 
следовательно, также }= 0. 


Теорема неверна, когда поле К конечно. В качестве примера 
возьмем N=K=Z/(p) (р простое); тогда х2—х=0 для каждого 
x€K, так как изоморфизм х->1Р является тождественным авто- 
морфизмом поля К, а многочлен XP—XEK[X] не равен нулю. 


δ. Нормальный базис расширения Галуа 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Нормальным базисом расширения Галуа N 
конечной степени над полем К называется базис, в котором 
любые два элемента сопряжены. 

Другими словами, если [V:K]=n и если о; (1<i<n)— 
К-автоморфизмы поля N, нормальный базис составляют все 
сопряженные элементы σ; (x) (A<i<n) элемента ΖΕΝ. Для 
того чтобы сопряженные с 2 элементы составляли нормальный 
базис, необходимо и достаточно, чтобы 0; (X) были линейно неза- 
висимы над К. Это условие можно перефразировать так: 

ПрРЕдложЕНнИЕ 13. Для того чтобы сопряженные с ЗЕМ 
элементы 0;(X) составляли нормальный базис поля N над К, 
необходимо и достаточно, чтобы det (в; (в; (χ))) = 0. 

Условие достаточно. Действительно, если оно выполнено, 


n 
TO из соотношения У, ^;0; (5) = 0, roe A; Е К, следует для 1 << п, 
j=1 


n 


что > Ajo; (0; (2)) = 0, поскольку oj; (A;)=A;, откуда A;=0 для 
j=1 3 


I<IEnN: 

Условие необходимо. Предположим, действительно, что 
det (σι (oj (1))) =0. Тогда существуют п элементов, не все равные 
нулю, и, СЛ такие, что 


2 изо: (05 (α)) = 0 для 1<i<n. (10) 
= . 


12* 
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Так как существует элемент a€ NV такой, что Тгм/к (a) #0 (пред- 
ложение 10), можно считать, что существует по крайней мере 
один индекс 7 такой, что Try/x (uj) == 0 (умножая в случае 
необходимости уравнения (10) на aus! для такого индекса 7, 
что |; = 0). Иначе уравнения (10) можно записать 


n 


Хот (uj) 0; (x) =0 (1<i<n), | (11) 


откуда, сложив эти п уравнений (11), получим 
n 
У тело = 


Так как элементы Tr(u;) принадлежат А и поскольку по край- 
неи мере один из них не равен нулю, TO O;(X) линейно зави- 
симы над полем А, чем доказательство заверптается. 

ТЕОРЕМА 5. Если К — бесконечное поле, то каждое расширение 
Галуа конечной степени обладает нормальным базисом над 
полем К. | 

Согласно прежним обозначениям положим 0;0;= Op(i, ἢ, где 
p(t, 7) —одно из целых чисел 1, 2, ..., п. Рассмотрим многочлен 


О. №... eRe det (Xp aa) 


принадлежащий кольцу К [Х,, Χο,..., Xn], и покажем, что f Æ 0. 
В самом деле, ясно, что из соотношения р (1, 7) =р(®, 7) следует, 
что h=i, и аналогично из p(i,J)=p(i,k) следует, что J=k. 
Следовательно, значение f(1,0,...,0) является определителем 
матрицы, имеющей единственный не равный нулю элемент (рав- 
ный 1) в каждой строке и каждом столбце, другими словами, 
матрицы подстановки (гл. II, 8 6, n° 5); следовательно, 
71(1,0,..., 0) = +1, что доказывает наше утверждение. Так как 
det (о; (0; (1))) =f (о. (X), ...., 0%(х)), теорема 4 показывает, что 
существует такой элемент LEN, что 0; (0; (х)) == 0, следовательно 
(предложение 13), сопряженные с х элементы образуют нормаль- 
ный базис поля N над К. 


Можно показать, что теорема 5 распространяется на случай, 
когда К конечное поле (гл. УП, $ 5, n° 7). 
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9. Нормальные несепарабельные расширения 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Пусть К — поле тарактеристической экспо- 
ненты р, @ — алгеб раическое замыкание поля К, N — нормальное 


расширение поля К, содержащееся в Ὁ, N — поле инвариантов 
группы К-автоморфизмов поля N, No — наибольшее сепарабельное 


расширение поля К, содержащееся в N. Тогда: a) N — наиболь- 
шее радикальное расширение, содержащееся в N, другими сло- 


вами, N=N N} K?: 6) No— расширение Галуа поля К, линей- 


но разделенное с М над К, и каждый К-автоморфизм поля No 
единственным образом продолжается до К-автоморфизма поля М; 


в) N=K(No М) (рис. 4). 
NN 


Το 


Κ --- No 
Puc. 4. 


Каждый элемент поля N, радикальный Han K, можно пере- 
вести в другой элемент некоторым К-автоморфизмом поля Q, 
ограничение которого на поле N является К-автоморфизмом 


поля N; следовательно, М=МП К? . 

Если zE N сепарабелен над К, то все сопряженные с ним 
над полем К элементы также сепарабельны (8 7, следствие A, 
предложение 9) и, следовательно, принадлежат полю No. Это 
показывает, что Лу нормально, и поэтому (предложение 1) является 
расширением Галуа поля К. Поскольку No линейно разделено 


00 
с полем К” ($ 8, предложение 3), оно тем более разделено 


с полем N. С другой стороны, N является радикальным расши- 
рением поля № ($ 8, следствие предложения 7), и следовательно 
($ 6, предложение 7), каждый К-автоморфизм поля NV, однозначно 
продолжается до К-автоморфизма поля N. Но поле N является 


расширением Галуа поля N по определению (определение 1) 
и каждый К-автоморфизм поля N является М№-автоморфизмом. 

Покажем, наконец, что N=K (No |) N ). Можно ограничиться 
случаем, когда N имеет конечную степень над К. В самом деле, 


182 ΠΟΠΗ гл. у, $ 10 


пусть 1 — какой-нибудь элемент из N; тогда нормальное расши- 
рение M, порожденное множеством К (x), имеет конечную сте- 
пень над К ($ 6, следствие 1, предложение 9). Пусть Мо (cooT- 


ветственно М) — наибольшее сепарабельное (соответственно ради- 
кальное) расширение поля А, содержащееся в М; если мы 


докажем, что ΣΕ Κ(|ο|| М), тогда хЕК (№ 8 N), поскольку 
MCN, uMcN. 

Мы можем считать поэтому, что степень [N :K] конечна. 
В силу 6) группы Галуа полей № над К и М над N изоморфны, 
поэтому [М№о: K]=[N : N] (теорема ὃ) и следовательно, М=К (№ |.) N) 
($ 2, предложение 4). 


Упражнения. *1) Пусть © — некоторое тело (не обязательно 
коммутативное), $—группа автоморфизмов тела ©, Г. — поле инва- 
риантов группы $. Пусть М№М— такое подтело в ©, что © (№) =М для 
каждого автоморфизма © € $. Показать, что расширение N сепара- 
бельно ($ 8, упражнение 2) над полем К =М [\ Г; пусть (αχ) — семей- 
ство элементов из L, линейно независимых (слева) над К; показать, 
что они также линейно независимы над N, рассматривая первичное 
соотношение между элементами a, с коэффициентами из N; вывести 
отсюда, что каждое линейно независимое (справа) семейство эле- 
ментов (b,) из N линейно независимо (справа) над L). 

2) Пусть N, и Ns— два расширения Галуа поля К, №. — их пере- 
сечение, N— поле К (М, |) Νο). Обозначим через Г., Го и Г группы 
полей N,, No и N, соответственно над полем К, а через A, и Ag— 


группы полей N, и N над полем №. Каждому классу σι по модулю 


A, в Г, соответствует класс 02 по модулю Ay в группе Го, состоящий 
из автоморфизмов из Io, ограничение которых на поле Vo совпадает 


с ограничением на № всех автоморфизмов, принадлежащих классу O4. 
Определенное таким образом соответствие является изоморфизмом ф 
групп Г./А! и Г>/А>. Показать, что группа Г изоморфна подгруппе 0 
произведения. групп Г. х lo, состоящей из таких пар (04, 02), что 
σι И 02 являются соответствующими при изоморфизме ф классами 
в IT, # Го, т.е. σο--φ(σι) (используйте теорему 1). 

3) Пусть /— многочлен кольца A[X], имеющий лишь простые 
корни в алгебраическом замыкании поля К. Для того чтобы группа 
Галуа поля корней многочлена f была транзитивной (когда она рас- 
сматривается как группа подстановок корней многочлена f), необ- 
ходимо и достаточно, чтобы многочлен } был неприводим. 

4) Пусть /— неприводимый сепарабельный многочлен из К [Х] 
и Г-— группа Галуа над К поля корней многочлена f, рассматри- 
ваемая как транзитивная группа перестановок корней многочлена f- 
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Показать, что для того, чтобы поле K(x;), получаемое присоедине- 
нием к полю К одного из корней многочлена }, содержало подполе 
EDK, отличное от К u K(x;), необходимо и достаточно, чтобы 
группа Г была импримитивной (гл. I, $7, n° 7). 

9) Пусть /—неприводимый и сепарабельный многочлен из К (x) 


степени п, a; (1<i<n)—ero корни, N=K (a, Go, ..., Gn) —его поле 
корней. Пусть Рр— поле рациональных дробей М(Х., ..., Xn), 
Е —подполе К (X4,..., X,)CF. Поле F является расширением Галуа 


поля Ё, группа Галуа которого изоморфна группе Галуа Г поля N 
над К. Показать, что если θ-Ξαι]Χι-Ἴ-αοχ»--...-᾽-αῃΧῃ, то Е=Е (6), 
и что минимальный над Е многочлен элемента 0 является некото- 
PHM неприводимым множителем gy, многочлена 


;(Χ--||(4--αιχπιν--ανΧπω--...--αηΧπν), 
π 


где л пробегает симметрическую группу ©,. Каждая подстановка I 
определяет К-автоморфизм поля Е, который мы также обозначим 
через л, такой, что л (ХК) =Хл‹р (1 Ci<n). Показать, что группа Г 
изоморфна подгруппе группы ©», образованной такими подстанов- 
ками St, что л(21)=21. Далее, пусть f—gig2... gp — разложение f 
на неприводимые множители в кольце E[X]; показать, что для 
каждого индекса À существует такая подстановка л»Е©, что 
лв (21) = 54. 

*6) Пусть К — несовершенное поле характеристики р > 0, и пусть 
Е —алгебраическое расширение конечной степени поля К. 

а) Показать, что если степень несовершенности поля E над К 
{$ 8, упражнение 1) больше 1, то существует бесконечно много 
различных полей F, лежащих между E и К (свести к случаю, когда 
К (ЕР) =К; пусть a u b— два р-независимых над К элементов поля E, 
тогда все поля K(a+Ab) различны, когда À пробегает К). 

6) Обратно, показать, что если степень несовершенности поля E 
над К равна 1, то существует лишь конечное число полей, лежащих 
между E и К (использовать упражнение 4, $ 8 и предложения 8, 10). 

7) Пусть N —расширение Галуа поля К, группа Галуа Г кото- 
poro изоморфна симметрической группе ©», с которой она и ото- 
ждествляется (см. Приложение 1, предложение 2). Пусть п— целое 
непростое число. Обозначим через A, подгруппу группы ©, порядка 
{п—1)!, оставляющую на месте число 1, а через А›—циклическую 
подгруппу порядка п в ©,, порожденную циклом (1, 2, 3, ...) 
(гл. I, $ 7, упражнение 6). 

Пусть Κι и Е›— поля инвариантов подгрупп A, и A, группы Г. 
Показать, что Е; u Es, линейно разделены над К и что He суще- 
ствует поля, лежащего между Е, и К, отличного от этих двух 


полей, хотя существуют поля, лежащие между N и Fo, отличные 
от МиР... 
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8) Пусть Е — сепарабельное расширение поля К, имеющее над К 
конечную степень, № — расширение Галуа поля К, порожденное 
множеством E, 4 — элемент из N, все сопряженные элементы которого 
составляют нормальный базис поля N над К. Пусть В= Try, (a); 
показать, что E=K (В). 

9) Пусть Е и Рр— два расширения Галуа поля К, имеющие 
над К конечную степень и такие, что E (| F=K; пусть a (соответ- 
ственно р)— элемент из E (соответственно δ), все сопряженные 
над К элементы которого образуют нормальный базис поля Е (соот- 
ветственно F) над К. Показать, что в поле К (Е |] δ) все сопря- 
женные с aß над К элементы образуют над К нормальный 
базис. 

*10) Пусть КА— поле характеристики p#2 и E=K (x) — поле 
рациональных дробей от одного переменного над К. Пусть σ 
и т— инволютивные К-автоморфизмы nous E, которые каждой рацио- 
нальной дроби f(X) ставят в соответствие f(—X) и f(1—X) соот- 
ветственно. 

а) Показать, что полями инвариантов этих автоморфизмов с 
и т являются соответственно K(X?) и K(X?—X) (см. теорему 3 
и $ 5, упражнение 9); 

6) если р=0, то группа, порожденная σ ит, бесконечна. Отсюда 
следует, что K(X2) [| K(X?—X)=K. Если же p>2, то K (X?) ἢ 
ПК (X2—X)=K (X? (ХР-1—1)2) (тем же методом, что и в случае а)). 

11) Пусть Е—алгебраическое расширение поля К характери- 
стики p >0, Eo— наибольшее сепарабельное расширение поля К, 
содержащееся в EL, Е=Е N КР ^ — наибольшее радикальное рас- 
ширение поля А, содержащееся в Е. Если М-—-нормальное расши- 
рение поля К, порожденное множеством E, то наибольшее сепа- 
рабельное расширение поля К, содержащееся в N, совпадает с рас- 
ширением Галуа N, поля К, порожденное полем Ep. Для того чтобы 
поле N=N () Ke совпадало с Е, необходимо и достаточно, что- 


бы Е было сепарабельно над ΚΕ. 

12) Пусть Е— некоторое алгебраическое расширение поля К, 
Г— группа К-автоморфизмов поля Е, 5—поле инвариантов груп- 
пы Г. 

а) Чтобы Е было нормальным над К, необходимо и достаточно, 
чтобы 5 было радикально над К; 

6) пусть 5б,—наибольшее сепарабельное расширение поля К, 
содержащееся в 5. Показать, что 5,— наименьшее среди полей F, 
лежащих между К u E, таких, что Е является нормальным рас- 
ширением поля F; 

в) пусть Ео—наибольшее сепарабельное расширение поля К, 
содержащееся в E. Показать, что Е=5 (Κρ) (заметить, что ника- 
кой К-автоморфизм поля Е, отличный OT тождественного, не остав- 
ляет инвариантными все элементы из © (E0)). 
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$ 11. Корни из единицы, Конечные поля. 
Циклические расширения 


1. Корни из единицы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Элемент х поля К называется корнем из 
единицы, если существует целое положительное число п, для 
которого х“=1. Всякий элемент x, для которого χ---!1, назы- 
вается корнем п-й степени, из единицы. 

То же можно выразить, сказав, что корни из единицы — это 
элементы конечного порядка мультипликативной группы K* 
ненулевых элементов поля К (гл. Ι, 8 6, n° 7). Корни из еди- 
ницы образуют подгруппу S(K) группы A*, а корни п-й сте- 
пени из единицы — подгруппу группы S(K). Пусть задан неко- 
торый корень и-й степени х из единицы, тогда множество целых 
рациональных чисел M, для которых x" =1, является прообразом 
единичного элемента 1 при представлении h—x" аддитивной 
группы Z в мультипликативную группу Ä*. Следовательно, это. 
множество является подгруппой nZ группы Z, где п— наимень- 
‘шее из положительных целых чисел m, для которых х" =1, 
то есть порядок (гл. I, 8 6, n° 7) элемента x в группе К*. 

Пусть р— характеристика поля К. Если элемент хЕК являет- 
ся корнем из единицы, то его порядок не делится на р. 
В самом деле, если р == 0, то из соотношения x"? =1, которое 
можно записать в виде (2”—1)Р=0 ($ 1, предложение 1), 
вытекает, что д" =1, причем т< тр. 

Всякий корень п-й степени из единицы в поле К алгебраичен 
над простым подполем р поля К, так как он является корнем 
многочлена Х” — 1. В этом. параграфе все встречающиеся поля 
мы будем рассматривать как подполя одного и того же алгебраи- 
чески замкнутого расширения Q поля Р. Если пр-— целое поло- 
жительное число, которое не делится на характеристику р 
поля P, то ‘любой корень многочлена Х"”—1 прост. Действи- 
тельно, производная nX' 1 этого многочлена обращается в нуль 
только при нулевом значении 2, которое не является корнем 
многочлена Х”—1. Таким образом, существует п корней п-й 
степени из единицы в поле Q. Любой корень из единицы, будучи 
алгебраичным над полем Р, к тому же сепарабелён над Р, 
потому что Р — совершенное поле. 
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Отметим, что поле К может не содержать никакого корня п-й 
степени из единицы, кроме самой единицы. Например, это имеет 
место в случае простого поля О при любом нечетном целом п. 


ТЕОРЕМА 1. Пусть Р-— простое поле характеристики р, 
п — целое положительное число, которое не делится на р. Группа 
корней п-й степени из единицы (во всяком алгебраически замкну- 
том расширении Q поля Р) является циклической группой п-го 
порядка. | - 

Мы используем несколько предварительных лемм. 

Напомним, что наибольший общий делитель (н. о. д.) а двух 
положительных целых рациональных чисел т и п выделяется 
из множества всех положительных общих делений чисел ти п 
тем, что существуют целые рациональные числа À, k, для кото- 
рых d—hm+kn (гл. I, § 8, n° 6). Из этого следует, что для 
любого положительного целого числа г H. о. д. чисел rm и тп 
равен rd. Числа т и п называются взаимно простыми (а каж- 
дое из чисел — простым относительно другого), если их H. ο. N. 
равен единице. | 

JlemmaA 1. Для того чтобы смежный класс по модулю п поло- 
жительного целого числа x порождал циклическую группу Z/(n), 
необходимо и достаточно, чтобы числа x, п были взаимно просты. 

Действительно, необходимо и достаточно, чтобы класс эле- 
мента х имел порядок п в группе Z/(n), то есть чтобы из соот- 
ношения 27 = 0 (топ) (где ур целое) вытекало сравнение 
y = 0 (то4 п). Ho это означает, что в кольце Z/(n) класс и эле- 
мента х не является делителем нуль. В этом случае отображе- 
ние v—uv кольца Z/(n) в себя взаимно однозначно. Ввиду 
конечности кольца Z/(n) оно является отображением кольца Ζ (п) 
на себя. Таким образом, элемент и обратим в кольце Z/ (п). 
Обратное. утверждение получается немедленно. Но это и озна- 
чает, что существует два целых числа À, А, для которых йх = 
—=1-- Ап. Следовательно, числа 2 и п взаимно просты. 

Количество целых положительных чисел 2, взаимно простых 
с пи не превосходящих п, обозначается символом ф (п) и назы- 
вается функцией Эйлера от п. Таким образом, ее значения 
являются числом образующих в циклической группе порядка п 
(ra. I, $6, предложение 8), а также числом обратимых эле- 
ментов в кольце Z/ (п). 
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JIEMMA 2. Для любого целого положительного числа п спра- 
ведливо равенство 


2) p(d)=n, | (1) 


d/n 


8 котором целое число 4 пробегает множество положительных 
делителей п*). 

Действительно, найдем количество целых x, 1<х< п, для 
которых н. 0. д. хи п равен заданному делителю ὃ числа п. 
В этом случае 6=йх-- Ап для некоторых целых рациональных 


μη n 
чисел ἦι, К, откуда следует, что = А. Это доказывает 
взаимную простоту чисел 2/6 и п/б=а; обратное получается 


м 4 
— < 4, искомое количество равно 
ὃ ? 


p(d). Когда ὃ пробегает множество положительных делителей 
числа п, TO же множество пробегает и d=n/d. Из этого выте- 
кает формула (1). 

ЛЕММА 3. Пусть С — конечная группа порядка п. Если для 
любого целого положительного делителя 4 числа п число эле- 
ментов группы С, порядок которых делит d, не больше чем а, 
то группа С циклическая. 

В самом деле, пусть 4— положительный делитель п. Если 
в группе G существует элемент х порядка 4, то порядки всех 4 
различных элементов x (O<r<d—1) делят 4. Таким образом; 
это единственные элементы группы С, порядки которых делят 4. 
Следовательно, число элементов группы С порядка 4 в этом слу- 
чае равно числу образующих циклической группы, порожденной 
элементом 2, т. е. ф(а) (лемма 1). Порядок любого элемента 
группы С делит п (гл. I, 8 6, n° 7). Из соотношения (1) выте- 
кает, что для любого положительного делителя d числа п суще- 
ствует @(d) элементов группы С порядка а. В частности, суще- 
ствует ф(п) элементов группы С порядка п, каждый из которых, 
следовательно, порождает группу С. | 

Доказав эти леммы, покажем, что лемму 3 можно применить 
к группе корней п-й степени из единицы в поле Q. Действи- 
тельно, при любом положительном делителе 4 числа п для корня 
из единицы 2, порядок которого делит 4, справедливо соотноше- 


немедленно. Ввиду того, что 


*) Соотношение 4/п между положительными целыми числами означает, 
что 4 делит п (см. гл. У, $ 1, n° 5). 
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ние 2“ =—1 и обратно. Таким образом, имеется точно 4 корней. 
из единицы, порядок которых делит 4, что доказывает требуемое. 

Корень n-ii степени из единицы называется примитивным, 
если его порядок равен AN, то есть если он порождает группу 
корней п-й степени из единицы. При доказательстве теоремы A 
мы показали, что: | | 

Следствив. Дия любого целого положительного числа п, кото- 
рое не делится на р, число примитивных корней п-й степени 
из единицы равно Ф (п). 

ПреЕдложЕНИЕ 1. Пусть © — алгеб раически замкнутое поле 
характеристики р. Группа 9 (©) корней из единицы в © изо- 
морфна группе S,/Z, где 5,— подгруппа аддитивной группы О, 
образованная дробями 7/6, у которых $ не делится на р. 

Заметим сначала, что из соотношения st = 0 (mod р) следует, 
что либо s=O (mod р), либо t=O (mod р), поскольку кольцо 
Z/(p) — кольцо целостности. Таким образом, множество δ» дей- 
ствительно является подгруппой группы О. Пусть (\,)— строго 
возрастающая последовательность всех целых чисел, которые 
не делятся на р. Положим Àn — ViV2 ... Vn. Обозначим через A, 
группу корней /„-й степени из единицы. При этом Ни. DH, 
и δ (62) = |] НЯ». Поскольку группа [η — циклическая порядка An, 

n 


TO существует последовательность (αῃ) корней из единицы, где 


es .» 1 
а„— примитивный корень Л„-й степени из единицы и SR ; 
Далее, любой элемент + ES, можно записать в виде 7/A, (и при- 
том бесконечным множеством способов). В силу определения On 


элемент Q” не зависит от записи 7/λη элемента x. Мы обозначим 
элемент On в группе 5 (©) символом f(x). Очевидно, что f — пред- 
ставление S, в δ (2), отображающее δρ на δ (9) = []Н». С πργ- 
гой стороны, соотношение f(7/A,)=1 означает, "πὸ ar --Ί, 


то есть что r/A„—Menoe число. Таким образом, группа 5 (Q) 
изоморфна группе S,/Z. 


2. Поле ворней п-йи степени из единицы 


Пусть А — поле характеристики р, п — целое число, которое 
не делится на р. Назовем полем корней п-й степени из единицы 
над полем À и обозначим символом R,(X) поле корней много- 
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члена Х”—1 над полем К ($ 4, n° 2). Так как этот многочлен 
сепарабелен, то поле А„(К) является расширением Галуа конеч- 
ной степени поля К (см. $ 10, следствие предложения 6). 
Если Ê— некоторый примитивный корень 71-11 степени из еди- 
ницы, то любой корень п-й степени из единицы является сте- 
пенью L. 

Таким образом, R, (К) = К (6). 

Пусть Г— группа Галуа поля R,(K) относительно поля К. 
Для любого элемента oEI элемент σ(ζ) должен быть прими- 
тивным корнем ип-й степени из единицы. Следовательно, о (&) = 5", 
где г— целое число, смежный класс которого по модулю п 
является вполне определенным элементом мультипликативной 
группы обратимых элементов в кольце Z/(n) (следствие из тео- 
ремы 1). Этот элемент мы обозначим символом χ(σ). Пусть 
т— второй автоморфизм из группы Г, причем т (5) =; тогда 
o (т (C)) =o (8) = (в (5))* =". Отсюда следует, что y (στ) = χ (в) X(T). 
Другими словами, отображение σ--»χ(σ) является представле- 
нием группы Г на подгруппу мультипликативной группы обра- 
тимых элементов в кольце Z/(n). Более того, представление 
G—>%X(0) является изоморфизмом, поскольку два. K-aBromop- 
физма поля R,(K) совпадают, если они имеют одинаковые зна- 
чения на элементе © ($ 6, n° 2). В итоге: | 

ПредложЕНИЕ 2. Пусть К— поле характеристики р, n— 
целое положительное число, которое не делится на р. Поле 
R„(K) корней п-й степени из единицы над полем К является 
абелевым расширением конечной степени поля К, группа Галуа 
которого изоморфна подгруппе мультипликативной группы 
обратимых элементов кольца Z/(n). 

Отсюда вытекает, что степень [f, (K): A] является делителем 
числа φ (п). 

Отметим, что В, (К)=К (В, (Р)). Таким образом, группа 
Галуа поля В, (К) над полем К изоморфна группе Галуа поля 
В, (P) над КПВ, (Р) ($ 10, теорема 1), τ. ο. подгруппе группы 
Галуа Го поля А, (Р) над полем Р. 

Мы увидим далее, что при р=0 группа Галуа Гу поля А, (0) 
над О изоморфна группе всех обратимых элементов кольца Z/(n) 
и, следовательно, имеет порядок @(n). Но это уже не так, 
если p> 0. | 
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поля гл. у, $ if 
Положим й=ф (п). Пусть 6; (1<i<h)—h примитивных корней 
h 


из единицы. Многочлен O, (X)=|] (X—{[;) принадлежит кольцу 
i=1 

Р[Х]|, ибо он инвариантен при любом автоморфизме из группы Го. 

Уравнение OM, (5) =0 называется уравнением деления круга на п 

равных частей или циклотомическим уравнением индекса п. Μποτο- 

член Dh называют циклотомическим многочленом индекса п. Много- 


член Dh неприводим в кольце P [ZX] в том и только в том случае, 


если группа Го имеет порядок, равный ф (п). 

Если число п задано явно, можно явно вычислить многочлен D, 
с помощью следующего рекуррентного процесса. Если корень п-й 
степени из единицы имеет порядок 4, то d делит п (n° 1) их 
является примитивным корнем степени 4. Обратно, любой прими- 
тивный корень степени 4 является корнем п-й степени из единицы, 


‘если d делит п. Таким образом, имеем 


Χη. 1-- [I Da (X). (2) 
d/n 


Это определяет D, (Χ), если известны ®, (X) для всех делителей d 
(строго меньших п) числа п. Так как Ф, (X)=X —1, то имеем, таким 
образом, рекуррентный процесс, определяющий D,. Например, если 
# —=4— простое число, то 


X°—1—(X—1) D, (X), 
откуда 
ФА, HA HE, 
В качестве другого примера вычислим Dy. (X). Имеем 
ХЕ —1=Ф,.Ф.Ф,ФзФ.Ф, 


и 
X6—{—O,0,0,90,, 
откуда 
Х6-- 1 = Ф,2Ф,. 
Но 


Х4—1=Ф,Ф.Ф.. 
Так как Ф, (Х)=Х —1, а Φο(Χ)--Χ--1, то D, (Χ)--Χ2-ἠ-1. Отсюда, 
окончательно, 

Oyo (X)= X4— X2+-1. 
Отметим, что многочлен (Φ|0(Χ) приводим над полем характерис- 
тики 5, поскольку 
X4— X2114=(X2—2X —1) (X2+4+2X —1) © 


(см. упражнение 1). 
Замечания. 1) Сравнивая степени двух членов в равенстве (2), 
найдем соотношение (1). Отсюда можно вывести аналогичный рекур- 
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рентный процесс для вычисления Ф (п). Позднее мы дадим другие 
выражения для ф (п) и многочлена Dy. 

2) Метод вычисления Ф„, указанный выше, дает для ©, мно- 
гочлен с целыми рациональными коэффициентами, которые опреде- 
лены однозначно (как это легко доказать индукцией) и не зависят 
от характеристики поля Р. 


3. Конечные поля 


Мы докажем в главе VIII, $ 11, n° 1, что любое конечное 
тело обязательно коммутативно (см. упражнение 14). В этом n° мы 
изучим структуру конечных тел, предполагая их коммутативными. 

Мы уже заметили ($ 1, n° 1), что конечное поле К необхо- 
димо имеет характеристику р >> 0 (которая, следовательно, совпа- 
дает с характеристической экспонентой поля А). Оно является 
расширением своего простого подполя Р (изоморфного полю 
Z/(p)), причем, очевидно, конечной степени п над P. Напом- 
ним, что любое некоторое пространство Æ размерности n над 
полем L изоморфно пространству L" (гл. II, $ 3, следствие 1 
к теореме 3). Если поле Г, состоит из г элементов, то векторное 
пространство Ё содержит г” элементов. Это доказывает, что рас- 
сматриваемое поле К имеет р” =а элементов. 
Мультипликативная группа А* ненулевых элементов поля К 
является группой порядка 4—1. Следовательно, для любого 
элемента x из К* имеем 271 =141 (гл. Г, $ 6, следствие к предло- 
жению 8), и тем более х‘'=х. Это последнее соотношение спра- 
ведливо и при х=0. Поэтому мы видим, что 4 элементов &, 


с 
(1<i<g) поля К являются корнями многочлена X—-X, отку- 


а 
да следует тождество Х— X = [I (X —&;). Таким образом, мож- 
1=1 


но сказать, что поле К совпадает одновременно с полем корней 
и с множеством корней многочлена X1— X. Это доказывает изо- 


морфизм двух конечных полей с одним и тем же числом эле- 
ментов *). 


*) В самом деле, пусть py и P2— два различных простых числа; тогда 
Pi # ps для любых целых положительных чисел ти п. Иначе из pa- 
венства р›==р!‘’ вытекало бы, что ps = 0 (mod ρῃ). Ввиду того, что Z/(pı) — 


поле, в нем отсутствуют делители 0. Отсюда получим, что ро = 0 (mod pi), 
что невозможно (см. гл. УП, $ 1, n° 3). 
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Обратно, пусть (= р” — любая степень некоторого простого 
числа р. Рассмотрим в алгебраическом замыкании ©, простого 
поля Z/p корни многочлена X4— X, или, что то же самое, эле- 
менты поля Q,, инвариантные при автоморфизме х—>2 совер- 
шенного поля 2, ($ 1, предложение 1 и $ 7, следствие предло- 
жения 5). Эти элементы образуют поле, которое мы обозначим 
(для удобства) символом F,. Это поле является расширением о 
конечной степени поля Z/(p)=F,. Так как производная много- 
члена ХЧ—Х равна —1, то все корни многочлена X1—X в Ωρ 
простые (глава ТУ, $ 4, предложение 3). Следовательно, поле Ро 
содержит 4= р" элементов и является расширением Галуа поля 
F, ($ 10, следствие предложения 6) степени п. Мультиплика- 
тивная группа Р& ненулевых элементов поля F, совпадает с груп- 
пой корней (4—1)-й степени из единицы в поле Q,. В итоге: 

ТЕОРЕМА 2. а) Число элементов 4 конечного поля необходимо _ 
является степенью р” некоторого простого числа р. 

6) Для любого простого числа р и любого целого числа п > 0 
существует поле Ед, состоящее из q= р" элементов: поле кор- 
ней многочлена ХЧ—Х над простым полем F,=Z/(p). Любой 
элемент поля Ед является корнем этого многочлена. | 

в) F4 есть поле инвариантов относительно автомо рфизма х—>21 
(произвольного) алгебраически замкнутого расширения поля Ро: 

г) Любое поле из 4 элементов изоморфно полю Е. 

д) Аддитивная группа поля Fy является прямой суммой п 
циклических групп порядьа р. Мультипликативная группа Fi 
является циклической группой порядка q — 1. 


4. Алгебраические расширения конечной степени 
KONEUNOLO поля 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. а) Для любого целого т > 0 поле Гут являет- 
ся расширением степени т поля Fy. Для любого образующего & 
циклической группы Гут имеем Ет = Еф (ζ). 

6) В произвольном алгебраически замкнутом расширении © 
поля Га существует единственное расширение степени т поля Ра, 
изоморфное полю Fm. 

Первая часть предложения получается немедленно. С другой 
стороны, всякое расширение степени т поля Ро, содержащееся 
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в Q, состоит из 4” элементов. Следовательно (теорема 2 в)) оно 


является полем инвариантов автоморфизма x —>x21" в поле ©, 
чем и заканчивается доказательство. 

СлеДСТВИЕ. Каждый ненулевой элемент алгеб раического замы- 
кания конечного поля является корнем из единицы. 

Действительно, если элемент X алгебраичен над полем Ра, то 
Га(т) есть алгебраическое расширение конечной степени поля Ру, 
следовательно, конечное поле. 

Первая часть предложения 3 позволяет сформулировать тео- 
рему о примитивных элементах ($ 7, предложение 12) во всей 
ее общности: 

ПрЕдложЕНИЕ 4. Каждое сепарабельное алгеб раическое расши- 
рение Е конечной степени над полем К является простым. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 9. Поле Гат является абелевым расширением 
поля Fy. Его группа Галуа над полем Fy является циклической 
группой ‘порядка т и состоит из автоморфизмов α---ᾱἾ 
(O<k<m—1). 

Действительно, пусть о — автоморфизм 2--»21 поля F gm (§ 7, 
следствие к предложению 5). Полем инвариантов для автомор- 
физма о служит поле Fy (теорема 2). Следовательно, оно являет- 
ся и полем инвариантов для циклической группы Г, порожден- 
ной 0. Из этого вытекает ($ 10, теорема 2), что Г является груп- 
пой Галуа поля F gm Над полем Га и имеет, таким образом, 


порядок, равный т. 


5. Циклические расширения 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Расширение E поля К называется цикли- 
ческим, если оно является расширением Галуа, а его группа 
Галуа над полем К циклическая. 


Примеры. 1) Каждое сепарабельное квадратичное расшире- 
ние Е поля К циклично над полем К. В самом деле ($ 7, предложе- 
ние 12), имеем Е =К (©), где «— корень некоторого неприводимого 
многочлена Х?-- аХ + В из кольца Κ[Χ]. Второй корень @’ этого 
многочлена равен Q—@ и, значит, также принадлежит полю EL. 
Поле Е является распирением Галуа поля К, его группа Галуа 
над К имеет порядок, равный двум, и, значит, циклична. 

2) Предложение 5 показывает, что поле Г „ является цикли- 
ческим расширением степени m поля FQ. - 
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3) Пусть К — произвольное поле, с — автоморфизм конечного по- 
рядка п поля К (то есть п-это наименьшее из целых чисел À, для 
которых OR есть тождественный автоморфизм). Поле L инвариантов 
автоморфизма O в то же время есть и поле инвариантов циклической 
группы 7-го порядка, порожденной о. Следовательно ($ 10, Teope- 
ма 2), поле К является циклическим расширением степени п поля L. 


Известно (гл. Ι, $ 6, предложение 8), что каждая цикличе- 
ская группа п-го порядка изоморфна группе Z/(nZ). Подгруппы 
группы Z, содержащие nZ, имеют вид 47, где а пробегает мно- 
жество делителей числа п. Поэтому подгруппы группы Z/nZ 
являются факторгруппами вида dZ/nZ (гл. I, $ 6, теорема 6). 
Но если п= dû, то изоморфизм x — dx группы Ζ на dZ отобра- 
жает подгруппу ὃΖ группы Z на подгруппу NZ группы ай. 
Таким образом, группа dZ/nZ изоморфна группе Z/dZ. С дру- 
гой стороны, факторгруппа группы Z/nZ по подгруппе dZ/nZ 
изоморфна группе 1/47 (гл. I, § 6, теорема 6). Тем самым, 
мы видим, что каждая подгруппа и каждая . факторгруппа 
циклической группы опять являются циклической группой. 
Таким образом ($ 10, теорема 3 и предложение 4), если Е— 
циклическое расширение степени n поля К, то любое поле F, 
промежуточное между К u E, циклично над К, а поле E цик- 
лично над Г. Точнее, имеется взаимно однозначное соответствие 
между делителями числа п и промежуточными полями между 
К и Е: каждому делителю 4 числа п соответствует промежу- 
точное циклическое поле À степени n/d над полем А, для кото- 
poro Ё — циклическое поле степени 4 над полем Г. 

В произвольном циклическом расширении Ё поля К норма и след 
элемента поля Ё обладаютследующим фундаментальным свойством: 

ТЕОРЕМА 3 (ГильвЕРТ). Лусть Е — циклическое расширение поля 
К, с— образующий элемент группы Галуа поля Е над полем К. 

a) Для элемента zEE равенство Мк/к (x) =1{ имеет место 
в том и только в том случае, когда существует ненуле- 
вой элемент yEE, для которого x= у! (= у/0`* (4)). Каждый 
элемент у. ЕЁ, для которого x =у1-°, имеет вид hy, где KE K*; 

6) для элемента хЕЁЕ равенство Tryyx (x) =0 имеет место 
в том и только в том случае, когда существует элемент 2 Е EL, 
для которого х==— 0 (2). Каждый элемент ЕЕ, для которо- 
20 т=2.— 0 (21), имеет вид 2η-μ, где UE K. 
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а) Пусть п— степень E над К. Для всякого элемента {CE 
построим элемент вида 


и( Е 2104 Роя 4 214040209 4... Ао. Но" * 


поля E (резольвента Лагранжа — Гильберта). Поскольку п К-ав- 
томорфизмов σ᾽ (0<&<п—1) поля Е линейно независимы ($ 10, 
теорема 3), существует элемент ZEE, для которого у=и ({) 5: 0. 
Для этого значения it, в силу соотношения Ngyx (x) = 
— 21404... оп 24 0т-1 __ 1, имеем 


уб=19-- 10408 |. 4 402+... tor gent | γατα. 


откуда 27° = y, x= y!-°. Наоборот, очевидно, что из х=у!-6 сле- 
дует, что Мк/к (1)=1. Наконец, из соотношения y!-0= 710 
вытекает yyy 1 = (уу ')°. Следовательно, элемент Yıy ! инвариан- 
тен при всех К-автоморфизмах поля E, так что уу ΕΚ ($ 10, 
определение 1). 

6) Известно (8 10, предложение 10), что существует элемент 
v€#, для которого Тгк/к (9) # 0. Рассмотрим элемент 


Zn (20 (0) + (#-+0(2)) ο’ (2) +... 
E/K 
….+(z+o(x)+...+o7-2(x)) ση-! (υ)). 


.n—1 


Если Trgyx (x)= D o* (x) =0, το 
р 


— 
= 


(== (0 (x) 0° (0) +... + (6 (2) + ox) +... 


ТЕК (2) 
...-- 0"? (5)) or 1 (9) — ту), 


откуда следует, что 2—0 (2) =. Обратно: очевидно, что из 
равенства х=2— о (2) следует, что Тгк/к (x) = 0. Наконец, из coor- 
ношения 5—0 (2) =2,— 0 (21) вытекает 2. —2=0 (2.—2). Таким 
образом, элемент (2. —2) инвариантен при всех К-автоморфизмах 
поля Ё, следовательно, принадлежит полю К. | 

(ΟΠΕΠΟΤΒΗΕ. Пусть p—npocmoe число, m u n — два произволь- 
ных целых положительных числа, q—p". Каждый ненулевой 
элемент конечного поля Fy является нормой некоторого эле- 
мента расширения F m поля Га. Каждый элемент поля Fy 


является следом некоторого элемента поля Е γι, 


13* 
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Действительно, поле Fm является циклическим расширением 


поля Ра, группа Галуа которого порождается автоморфизмом 
x —> 41 (предложение 5). Найдем порядок подгруппы С (муль- 
типликативной) группы Ра, являющейся образом F «т при пред- 
ставлении 2 —>М (x). G изоморфна факторгруппе группы А am по 


подгруппе U, состоящей из элементов 2, для которых М (x) =1. 
Ho по теореме 3 подгруппа U является образом группы F am 


при представлении y —>7y1"1. Таким образом, группа U изоморф- 
на факторгруппе группы Fm по подгруппе, образованной теми 
элементами у, для. которых у=1. Но эти элементы у являются 
в точности элементами группы /А*(п° 3). Поэтому группа U 
имеет порядок, равный (4” — 1)/ (9—1). Следовательно, группа G 
имеет порядок 4—1, а потому совпадает с #5. 

Подобным же образом найдем порядок подгруппы Н адди- 
тивной группы Ро, являющейся образом группы F «т при отоб- 
ражении х —> Тг (5). Она изоморфна факторгруппе группы F „m 
по подгруппе У, состоящей из элементов х, для которых Tr(x) = 0. 
Πο теореме ὃ группа У является образом группы F m при ото- 
бражении ($ 1, предложение 1) 2—>2— 21. Таким образом, она 
изоморфна факторгруппе группы Е gm по подгруппе, состоящей 
из элементов 2, для которых Z—Z?, то есть (n° 3) по подгруп- 
пе F,. Порядок группы У равен, таким образом, q"/q, следо- 
вательно, порядок группы Н равен 4, что доказывает совпаде-. 
ние Hf ¢ Fg. 


6. Цикличесвкие расширения 
u двучлениые уравнения 


Первая часть теоремы 3 позволяет описать простой способ 
образования некоторых циклических распирений поля К. 

ПрРЕдложЕНИЕ 6. Пусть К — поле характеристики р, E— 
циклическое расширение поля К, степень п которого не делит- 
ся на р, и пусть поле К содержит поле корней п-й степени 
из единицы. В этом случае существует неприводимый много- 
член из кольца K|X] вида X"—a такой, что поле Е поро- 
ждается произвольным корнем 09 этого многочлена. Кроме того, 
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ненулевой элемент EEE является корнем многочлена из кольца 
К [Х] вида X"—b в том и только в том случае, если E — À", 
где К — целое число, а ЛЕК. Более сильное условие Е = К (Ё) 
имеет место в том и только в том случае, если числа kun 
взаимно просты и А -Ε 0. | 

Действительно, пусть СЕК — примитивный корень п-й сте- 
пени из единицы. Имеем Nyx (C)=C"=1. Таким образом, су- 
ществует элемент 0 ЕЁ, для которого C= 61-6 или, иначе, о (0) = 
— (0. Из этого видно, что σ΄ (0) = £*9. Следовательно, 0 имеет в 
различных сопряженных, другими словами, имеет степень п над 
полем А, откуда В = К (0). С другой стороны, имеем 1= 6" = 
= (0")!-°, то есть 6 (0") = 0". Это доказывает, что B"EK. Если 
ЕСЕ и &'=6ЕК, то имеем o(€")=€", откуда (§!-°)"=1. Таким 
образом, σ(ξ)--ωξ, где ®«— какой-то корень из единицы. Если 
o=&r= (65°-—!)*, то получим σ(ξθ-} =Е0-", откуда EOC K. 
Обратно, если E=A0*, где ЛЕК и А— целое число, то имеем 
ел. (0”)* — Aa ЕК. Если, кроме того, E=ÄK($), το п сопря- 
женных о” (Е) =©”Е (0<h<n—1) элемента & должны быть раз- 
личными элементами ($ 7, n° 7). Но это и означает, что Ὁ AB- 
ляется примитивным корнем п-й степени из единицы. Следова- 
тельно (лемма 1), числа k и п взаимно просты. 


Алгебраическое уравнение вида zZ" —а==0 называется «двучлен- 
ным уравнением». 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6 допускает следующее обращение: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7. Пусть К — поле характеристики р, п — целое 
число, не кратное р, для которого поле К содержит, поле кор- 
ней п-й степени из единицы в поме Q. Для любого элемента a € К* 
none корней Е многочлена X"—a является циклическим расши- 
рением поля К, и порождается произвольным корнем многочлена 
Х"— a. Степень [Е : К] =а является делителем числа п и равна 
наименьшему целому числу 7-0, для которого a’ является п-й 
степенью элемента поля К. 

Действительно, пусть 0 — корень многочлена X"— а. Для лю- 
бого другого корня 0’ этого многочлена имеем (θ΄/θ)᾽-- 1. Отсюда 
0’ = «0, где ®— корень п-й степени из единицы, который при- 
надлежит полю K по предположению. Таким образом, 0’ €K (0), 
что доказывает равенство Ё = К (6). Поскольку производная nX"T1 
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многочлена Х"— а обращается в нуль лишь при x ==0, все корни 
многочлена Х”— а просты (за исключением случая а — 0. Этот 
тривиальный случай мы оставляем в стороне). Таким образом. 
($ 10, следствие предложения 6), поле Ё является расширением 
Галуа поля К. Пусть Г — группа Галуа поля E над К, 6 — про- 
извольный элемент группы Г. Поскольку Ё =К (0), задание о (0) 
определяет о ($ 6, n°2). Но 0 (0) является корнем многочлена 
X"— а. Следовательно, о (0) = 6,0, где Go —корень и-й степени 
из единицы, вполне определяемый заданием о. Отображение 
0 —L, осуществляет взаимно однозначное соответствие между 
группой Г и подгруппой мультипликативной группы С корней 
п-й степени из единицы. Кроме того, оно является представле- 
нием группы Г в группу G, так как при тЕГ имеем 


ot (9) — σ (т (0)) = σ (6:0) = ξισ (0) = 506.0, 
где 


Cor Собт. 


Итак, видим, что группа Г изоморфна подгруппе группы G. 
Поскольку @ — циклическая группа порядка п (теорема 1), то 
Г — циклическая группа, порядок d которой делит п. Положим 
п = ай. Из соотношений σ(θ)--ζαθθ для σΕΓ вытекает, что 
N в/к (0)= 0", где με, откуда 90° —=bEK. Следовательно, имеем 
a=0"—b", откуда а“ = 5" =". Если бы существовало число 
г< а, для которого а’=с", где cEK, то из соотношения 0” =a 
следовало бы, что 0” =‹с", откуда 0’= с, где &«— корень п-й 
степени из единицы. Таким образом, элемент 0 был бы корнем 
многочлена Х’— oc из кольца X[X|, в противоречии с тем, что 0 
имеет степень d над полем К. 


Если поле К не содержит поле корней п-й степени из единицы, 

> то предложения 6 и 7 перестают быть верными (см. упражнение 7 
и $6, упражнение 7). | 

Упражнения. 1) a) Доказать, что поле R, (Ра) корней п-й 

степени из единицы в алгебраическом замыкании конечного поля Ра 

(п не кратно характеристике р поля Го) совпадает с полем F m» 


где т— наименьшее из целых чисел, для которых g™—1 кратно п. 
Вывести из этого, что многочлен WM, неприводим в кольце Ра [А] 
в том и только в том случае, если класс, содержащий 4, в группе 
обратимых элементов кольца Z/(n) имеет порядок, равный Ф (п). 
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6) Вывести из а), что для каждого простого числа р, | не, явля- 
ющегося делителем 12, многочлен Ф{> (À) приводим в каждом из колец 
Гр[Х]. В этом случае Fp содержит всегда корни 12-й степени 
из единицы, отличные от нее самой. 

в) Доказать, что поле F3 не содержит ни одного корня 13-й 
степени из единицы, отличного от 1. Но степень поля Rıs(F5) 
над F3 равна 3, что меньше, чем ф (13) =12. 


г) Пусть g— p; доказать, что в кольце Ρα [|X] многочлен X hoes 54 
равен произведению всех унитарных неприводимых многочленов, 
степени которых делят п (использовать предложение 3). Пусть 
й; (1<:< '’)—различные простые делители числа п. Доказать, что 
число элементов СЕР ns для которых NT (2), равно 


τι 


τι n : n 

ΠΗ h.h; h.h;h Khan 

У=9"— Vga!+tNgatii — >; а ry 4-8 г 
a i<j i<j<k 


(Заметить, что такой элемент характеризуется свойством He принад- 
лежать ни к какому из полей вида F „.) Доказать, что 
п. 
t 
Q 


Разобрать случай, где п степень некоторого простого числа. 
Вывести из этого подсчета значение числа унитарных непри- 
водимых многочленов степени п в кольце Га [Х]. 
3) Пусть — примитивный корень (4—1)-й степени из единицы 


в поле Fg, так что любой элемент группы Га представляется 
в виде 5^ (0 << 9—1). Доказать, что т-ми степенями элементов 


группы Fq являются элементы (в количестве (g—1)/d) вида 
Ста (0 < h<(q—1)/d), где d— наибольший ‘общий делитель чисел 
g—1 и т. Каждый из этих элементов является т-й степенью 4 
различных элементов поля Fg. 

4) В поле F,(g—p", р 2) число у решений (51, 12) уравнения 
a,x} + dor} = (αιαο # 0) задается следующими формулами: 

1° если b—0, а —ayas не является квадратом элемента в поле Ра, 
70-71; 

2° если ὦ 0, а —ayas не является квадратом элемента в поле Га’ 
TO v=q-+1; 

3° если b—0, а —а1а2 — квадрат некоторого элемента в поле Fo, 
το v=2q—1; 

4° если ὦ = 0, а —а1а> —квадрат некоторого элемента в поле Ра, 
τον----Ί. 
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(Если —а.а>— квадрат, свести уравнение к виду у2=с. 

Если — 4142 не является квадратом, присоединить к полю Ра 
корень многочлена Х? -|- 4442 и привести уравнение к виду М+=4 
в поле Раз’ где d€ Fy. При этом использовать упражнение 3.) 

Ὁ) а) В поле Fg (4= рт, р 2) число v решений (αι, хо, ..., тот) 
уравнения 


2 ΘΕ 
Ari + αραᾷ +... --αοῃρχδῃι--ὃ (a1az ... dom # 0) 
задается следующими формулами: 

1° если b=0, a(—1)™a,a9... dom не является квадратом, то 

ge er 

2° если 6 == 0, a(—1)™ aja... doy не является квадратом, то 

VE QT, 

3° если b—0, a(—1)™ 4142... а>и-— квадрат, TO 

re feet Set 

45 если b #0, a(—1)" aaa... Gom—KBAHPAT, TO 
(Провести индукцию по m, использовав упражнение 4.) 

6) Число у решений уравнения 

2 poke: 
GET tagt ... + 421415141 ==6 (а142 ... ἄρῃγει # 0) 
задается следующими формулами: | 
1° если b—0, το 
У: 

2° если b 3: 0 w (—1)™ а 42... Aagm+ıb не является квадратом, TO 

сы Зе ae 

3° если b = 0, а (—1)™ ayag ... а2т-46— квадрат, то 

v= gt + ат. 
(Свести к случаю a).) | 

6) Пусть Е — некоторое циклическое расширение поля К. Дока- 
зать, что Ё изоморфно тензорному произведению циклических 
расширений поля К, степени которых равны степеням некоторых 
простых чисел (использовать теорему 1 из $ 10). 

7) Пусть Кр— поле характеристики р, 49—ненулевое простое 
число, для которого поле К содержит корни 4-й степени из еди- 
ницы. Пусть б— примитивный корень 4-й степени из единицы. 

а) Пусть Е-—_циклическое расширение поля К степени 4%, σ-- 
К-автоморфизм поля E, порождающий группу Галуа поля E над 
полем К. Пусть Г._.— промежуточное поле между полями Аи & 
степени 4 над полем К. В этом случае существует элемент 0 ЕЁ, 
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являющийся корнем неприводимого многочлена Х9— ат из кольца 
FIX], для которого Е=Р (0) и θύ--ζθ (где m=ge-!). Доказать, 
что E=K (0), θύ--βθ, где BEF, причем аб '=В7 и Nex (В) =5. 
(Заметить, что по предложению 6 θσ--βθΐ при O<k<gußer. 


Вычислив ge? доказать, что kmM@—1=0 (mod 4). Отсюда вывести, 
что À —1.) | 

6) Обратно, пусть ἕ--ΠΙΚΠΜΠΘΟΕΟ6Θ расширение поля К сте- 
пени 4—1. Пусть о — К-автоморфизм поля F, порождающий группу 
Галуа поля F над полем К. Пусть существует элемент ВЕР, для 
которого Ме/к (В) =&, и пусть элемент a€F таков, что a°—1— Ва; 
доказать, что для любого элемента À € К* многочлен X9— a непри- 
водим в кольце F[X]. (Использовать при этом предложение 7.) 
Пусть 9—один из корней этого многочлена. Доказать существова- 
ние К-изоморфизма о поля Е=Р (0) в поле ©, продолжающего 6, 


причем 0°— 80. Вывести отсюда, что E является циклическим рас- 
ширением поля К степени 4°, причем о порождает группу Галуа. 
поля E над К и Е=К (0). Доказать, наконец, что каждое цикли- 
ческое расширение поля К степени 4%, содержащее поле F, является 
полем корней многочлена Х9— Ла из кольца F [X] при соответствую- 
щем выборе элемента À € K* (применить теорему 3). 

в) Рассмотреть в качестве поля К поле О рациональных чисел. 
Многочлен X2-+-1 неприводим в кольце Ο[Χ]. Если 1— один из ero 
корней, то Р=0 (i) является циклическим расширением поля О сте- 
пени 2, но при этом не существует никакого циклического расши- 
рения поля О степени 4, содержащего F. 

*8) Пусть К — поле характеристики р > 0. 

а) Пусть Е--циклическое расширение степени р поля К. Дока- 
зать существование такого неприводимого многочлена в кольце 
К [Х] вида ХР —Хр— а, что поле Е порождается произвольным кор- 
нем 0 этого многочлена. (Заметить, что Ίτε,κ (1) =0.) Элемент & 


порождает поле Е и является корнем многочлена вида XP —X — Db 
из кольца K[X] в том и только в том случае, если & = 0-Е Л, где 
k —некоторое ненулевое целое число, а ЛЕК. 

6) Обратно, доказать, что при любом a € К многочлен XP—X— а. 
либо неприводим в кольце K[X], либо все его корни принадлежат 
полю К. В первом случае доказать, что поле корней E этого мно- 
гочлена является циклическим расширением поля К степени р» 
и порождено произвольным корнем многочлена XP—X — а. (Paccy- 
ждать, как в предложении 7.) 

*9) Пусть К — поле характеристики р > 0. 

а) Пусть Е— циклическое расширение поля К степени`р®, σ-- 
К-автоморфизм поля Е, порождающий группу Галуа поля E над. 
полем К. Пусть Е— промежуточное поле между полями E и К, 
степень которого над полем К равна p°-1. Если m= pri, To 
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поля гл. V, § 11 


существует корень θΕ E неприводимого многочлена Х?— Х —а из 
кольца F[X], для которого E=F (0) ио" (0) =0--1 (упражнение 8a)). 
Доказать, что при этом также Ё=К (0) и с (0) =0-Р В, где элемент 
BEF таков, что с (а) —а=В? —Ви Trz,k (B)—1. 

6) Обратно, пусть Р— циклическое расширение поля К cre- 
пени ρ6-1(ε > 1), в—К-автоморфизм поля F, порождающий группу 
Галуа поля F над полем К. Доказать существование двух элемен- 
тов a, В из поля F, для которых Trryx (В) =1 x с (а) —а=В?—В. 


(Использовать предложение 10 из $ 10 и теорему 3 из $ 11.) Выве- 


сти отсюда, что при любом À € À многочлен XP—X—a—A непри- 
водим в кольце F[X] (см. упражнение 86)). Пусть 0 — корень этого 


многочлена. Доказать существование К-изоморфизма © поля E=F (6) 


в поле ©, продолжающего о, для которого о (0) =0-- В. Заклю- 
чить отсюда, что поле Е является циклическим расширением поля К 
степени ре, о порождает группу Галуа поля Е над полем К 
и Е=К (0). Доказать, наконец, что каждое циклическое расшире- 
ние поля К степени ре, содержащее поле F, является полем кор- 
ней многочлена XP—X—a—A из кольца F[X] при подходящем À 
из поля К. 

10) Пусть К — поле характеристики р, п— некоторое целое число 
(не делящееся на р), для которого поле К содержит все корни 
п-й степени из единицы. Пусть Ко— подполе поля К, для которого 
К — расширение Галуа поля Κρ. Пусть а—элемент поля К, для 
которого поле корней Е многочлена Х”—а имеет степень, рав- 
ную п, над полем К. Поле Е является расширением Галуа поля 
Ко в том и только в том случае, если для любого Ко-автомор- 
физма т поля К существуют целое число r >0 и элемент БЕК, 
для которых т (а) =6"а’. (Использовать предложение 6.) 

* 411) Пусть К—поле характеристики р, п— целое число, KOTO- 
рое не делится на р и для которого поле К содержит все корни 
п-степени из единицы. Пусть Р„—подгруппа мультипликативной 
группы К* ненулевых элементов поля К, состоящая из п-х степе 
ней элементов группы А*. Пусть С— подгруппа группы K*, содер- 
жащая P,. Доказать, что из конечности индекса (G: Py) вытекает, 
что поле W (полученное присоединением к полю К всех корней 
многочленов Х”— а, где а пробегает группу @) является абелевым 
расширением поля К, степень которого конечна и равна (G : P,). 
Группа Галуа поля W над полем К изоморфна группе G/P, (разло- 
жить группу G/Ph в прямое произведение циклических групп, про- 
вести индукцию по числу групповых сомножителей, используя 
предложение 7, предложение 6, упражнение 10, как и теорему 1 
из $ 10). 

* 12) Пусть К — поле характеристики р, п— целое число, не крат- 
ное р. Многочлен вида Х”—а из кольца K[X] неприводим в том 
и только в том случае, если для любого простого делителя 4 


КОРНИ ИЗ ЕДИНИЦЫ. КОНЕЧНЫЕ ПОЛЯ 203 


числа n элемент а не равен 4-й степени какого-либо элемента поля К 
A, кроме того, при n=O (mod 4), если a непредставим в виде— 4с4, 
где сЕК. (Доказательство достаточности условия при помощи 
упражнения 1, $ 7 свести к случаю, когда п= 46 (4 простое); затем, 
определив с помощью упражнения 1 из $ 7 вид свободного члена 


е 
каждого неприводимого сомножителя многочлена X? — а, провести 
индукцию по €.) 
13) Пусть М№М—= расширение Галуа конечной степени поля К, 
Г — его группа Галуа над полем К. Пусть (&ooer — семейство нену- 


левых элементов из поля N. Для того чтобы выполнялись соотно- 
шения а для произвольных элементов сб и т группы Г, 


необходимо и достаточно существование ненулевого элемента z EN, 


для которого LPs ty Se при любых ΣΕΤ. (Образовать элемент 


> eet", где tEN.) Доказать, что этот результат содержится 
cer | 
как частный случай теоремы 3, если группа Г циклическая. 

14) Пусть К — конечное тело, не обязательно коммутативное, Z — 
его центр, 4 —число элементов поля Z, n— ранг тела К над полем Z. 

а) Доказать, что для любого подполя.Е поля К, содержащего 
поле 2, ранг E над полем Z является делителем п. 

6) Пусть ЕК — элемент, не лежащий в центре 2. Доказать, 
что число различных сопряженных элементов уху 1 для элемента 2 
в группе ΚΞ равно (q”—1)/(q¢—1), где 4 делит п и отлично OT п. 
(Рассмотреть в К множество элементов, ‘перестановочных C 2, 
и использовать а).) 

в) Вывести из 6), что 9—1 делится на целое число OD, (4) 
(разложить группу К* на классы сопряженных элементов и исполь- 
зовать тождество (2).) | 

г) Доказать, что при п > 1 имеем ®, (4) > (4—1)$ (п) (разложить 


многочлен ©, (Х) в поле комплексных чисел С). Вывести отсюда 
что K=Z, другими словами, что тело К коммутативно. 


ПРИЛОЖЕНИЕ I 
К ГЛАВЕ У 


СИММЕТРИЧЕСКИЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ 


1. Симметричесвие функции 


Пусть Κ--ποπο, N=K(X,, Х., ..., Xn) — поле рациональ- 
ных дробей от п переменных над полем À. Jina любой рацио- 
нальной дроби FEN и любой перестановки O из симметри- 
ческой группы ©, определим рациональную дробь Of следующим 
образом: 


of (X4, Xo, ...) Xn) =f (Xo (4 Хо (2) +. Хо (n)) 


(cm. гл. III, 8 5, n° 1). Очевидно, отображение f —> σῇ является 
автоморфизмом поля М (гл. ТУ, $ 3, предложение 2). Обозначим 
его символом Фо; отображение о —> Ps является изоморфизмом 
группы ©, в группу автоморфизмов поля N. Впредь мы будем 
отождествлять группу ©, с ее образом при этом изоморфизме. 

Симметрической рациональной дробью или, допуская воль- 
ность речи, симметрической функцией от X, (1<i<n) назовем 
рациональную дробь FEN, которая инвариантна относительно 
группы ©, (т. е. of=f для всех o€ G,) (см. гл. III, $ 5, опре- 
деление 2). Совокупность симметрических функций Ё является 
полем инвариантов группы (ὅῃ. Таким образом ($ 10, теорема 2), 
N является расширением Галуа поля Е степени n!, группа 
Галуа которого совпадает с ©,. Очевидно, М --Π(Χ,, Х., ..., Xn). 
Рассмотрим в кольце N (7) многочлен 


h(Z)= [ZX =2"+ 3} (—1^ 2, 
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где 


Sa (Хи, Χο, ν΄. ey Anatom νά Χιιλι, #87 X; 
| 1<2<...< 


В 


для 1<k<n. Так как й (7) = НЕЕ. (i)), любой перестанов- 
i=1 

кой 0€ ©, многочлен À He меняется при применении о к его 
коэффициентам. Иначе говоря, коэффициенты 5; являются сим- 
метрическими функциями от Х;. Симметрическую функцию $» 
называют элементарной симметрической функцией степени k 
от Х; (1<1< п, 1<А< п). Таким образом, 5 ЕЁ для 1< < и. 
Сейчас мы увидим, что Ё совпадает с полем L’ = К (54, So, ..., Sn). 
Действительно, N является полем корней многочлена hE EL’ [7]. 
Так как корни этого многочлена простые, ΤῸ N является рас- 
ширением Галуа поля EF’, его группа Галуа над полем E’ явля- 
ется подгруппой группы ©, ($ 10, n° 3). Из включений EC 
CECN вытекает, что E=E'. 

Заметим еще, что так как поле NN алгебраично над полем EL, 
Е и N имеют одну и ту же алгебраическую размерность над 
полем К ($5, теорема 4). Следовательно ($ 5, следствие 1 
к теореме 1), элементы $4, So, ..., Sn образуют чистый базис 
поля E над полем К. Итак: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Для каждой симметрической рациональной 
дроби g из поля Κ(Χι, Xo, ..., Xn) существует, и притом 
единственная рациональная дробь ф из поля К (21, Zo, ..., Zn), 
для которой 


РО, Au ЕАО 6, εἰς, Sn). 


n 
Пусть f(Z)= 2" + ») (—1)^ a,Z"-2 — произвольный унитарный 
k=1 
многочлен из кольца К [Z] степени п, @ —алгебраическое замыка- 
ние поля К. Многочлен } разлагается в кольце Ω [7] в произведе- 
n 
ΗΠΘ [TZ — 5) многочленов первой степени, не обязательно раз- 
i=1 
личных. В этом случае имеем ap=—sz (04, ..., Gn) для A<Sk<n. 
Если семейство элементов (az), <k<n Допускает подстановку в раци- 


ональную дробь Ф (241, ..., Zn), то семейство элементов (az); pe» 
а 


допускает подстановку в дробь #(Х., ..., Xn), причем βίαι, 
..., On) =Q (ay, ..., An) (гл. ТУ, 8 3, предложение 3). 
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Ввиду алгебраической независимости над полем К элементов: 
δ} Из доказательства предложения 1 вытекает 

ΠΡΕΠΠΟΧΚΕΗΠΕ 2. Пусть К — произвольное none, U, A<k<n) 
п-переменных. Многочлен h(Z)=Z" HU, ZI ...4+ Un 41Z Оь 
неприводим u cenapaberen над полем E=K(U,, U2, ..., Un). 
Поле N корней многочлена h(Z) является расширением Галуа 
поля Е, группа Галуа которого изоморфна симметрической 
группе ©,. Кроме того, поле N является чисто трансцендент- 
ным расширением поля К. 


2. Симметричесвие многочлены 


Любую симметрическую рациональную дробь σΕΚ(Χι,..., Xn) 
можно записать в виде частного двух симметрических много- 
членов. Действительно, пусть g=u/v (и, и— многочлены); поло- 
Жим W = [I (συ); ш является симметрическим многочленом, 

GES, 
дробь w/v, есть некоторый многочлен V4, причем g=(uv,)/w. Из 
соотношения иг! = вытекает, что ии, —симметрический MHO- 
гочлен, поскольку & и ш —симметрические дроби. 

Таким образом, симметрические многочлены образуют под- 
кольцо Р в поле Ё симметрических рациональных дробей; для 
этого кольца Ё является полем отношений. Мы сейчас уточним 
предложение 1 для симметрических многочленов. 

Рассмотрим симметрический многочлен 


по Xn) = 2) cul, 


где М пробегает множество of одночленов OT Ay, ..., Xn. Из 
соотношений of=f при каждой перестановке O€ ©, вытекает, 
что равенство со (м)=см имеет место для любого одночлена М 
и любой перестановки o€ Sn. В любом классе интранзитивности 
группы Sn, рассматриваемой как группа операторов на MHO- 
жестве одночленов oA, выберем некоторый (в остальном произ- 
вольный) одночлен. Пусть J — множество этих одночленов. Для 
каждого одночлена MES пусть Гм — подгруппа групп ©, остав- 
ляющая инвариантным одночлен М. Пусть 4 — ее индекс в группе 
©,. В каждом левом смежном классе группы. ©, по подгруппе 


2 СИММЕТРИЧЕСКИЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ _ 907 


Гм возьмем по перестановке о’; (1 < 7< а). Пусть τ (M) = у ΟΜ. 
j=1 
Таким образом, T(M) можно определить и как сумму всех раз- 
личных одночленов в семействе п! одночленов вида OM (σΕ δη). 
Из этого вытекает тотчас, что T(M) является симметрическим 
многочленом и что f= Ÿ смт(М). Кроме того, ясно, что MHO- 
M € P | 
гочлены T(M) линейно независимы над полем А, когда М προ- 
бегает множество J. Таким образом, они образуют базис 
алгебры Р симметрических многочленов (над полем К). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 3. Для любого одночлена М (относительно X,, 
Xo, ..., Xn) существует многочлен @(Yı, Yo, ..., Yn) с целыми 
рациональными коэффициентами, для которого T(M)=g(s,, 
ВЯ 
Рассмотрим градуировку (гл. IV, 8 1, n° 3) кольца Ζ[Υ,, 
Yo, ..., Yn], в которой вес одночлена γος; : Vion по определе- 


нию примем равным A,+ 2A,+-...+nA,. При этом соглашении 
мы сейчас уточним результат, сформулированный в предложе- 
нии 3, доказав существование многочлена ф, вес которого равен 
полной степени k одночлена М и такого, что т (М) =ф (51, 52, ... 
., Sn). Сначала проведем индукцию по п. Предложение оче- 
видно при п=1. С другой стороны, для фиксированного п пред- 
ложение очевидно при k=O. Мы проведем также индукцию по k. 
Положим T(M)=f(X,, Xo, ..., Xn). Многочлен f(X,, Xo, .. 
., Хр 1,0) симметрический, причем все его ненулевые коэф- 
фициенты равны 1. | 
В силу предположения индукции существует многочлен φι X 
X (V1, ..., Ув) с целыми рациональными коэффициентами, вес 
которого не превосходит k и для которого 


LEX κ. At: 0) = ps (51, κ΄} Sf). 


Здесь SH (Ar, ..., Xn_1) = Sn .... Хи, 0) является элемен- 
тарной симметрической функцией степени horX,ci<n—i 
(1<h<n—1). Рассмотрим симметрический многочлен 


fı (X,, ...у Anal Any sed Gay ...) À ns Χα) — Pı (ει, .. ty Si χα 


коэффициенты которого целые рациональные числа. Поскольку 
вес φι не превосходит А, полная степень многочлена f1 также 
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не превосходит k. С другой стороны, [ι(Χι, ..., Xn_1, 0)=0. 
Следовательно, все члены многочлена f, содержат в качестве 
множителя Xj. Но так как ], —симметрический многочлен, то 


переменные Χι, ..., Än_ı также являются множителями в каж- 
дом из членов многочлена fı. Поэтому можем написать fı (Х.,... 
..., Xn) = 518 (Хи, ..., Xn), где я— симметрический многочлен 


Ὁ целыми рациональными коэффициентами, а его полная CTe- 
пень < & — п < Ё. В силу индуктивного предположения существует 
многочлен @(Yı, ..., Yn), веса <k—n, с целыми коэффициен- 
тами, для которого σ(Χι, ..., Х,) => (51, ..., Sn), откуда 


f (X41, ΠΣ Χα) = Pi ($1, ..., Sai) + Sp Pe (Si, i ds Sn) DST, RU À 


Вес многочлена @ He превосходит №. Пусть ero вес <k; тогда 
полная степень многочлена f также будет < А. Следовательно, 
вес многочлена ф равен k, что заканчивает доказательство. 


Заметим, что предыдущие рассмотрения позволяют определить 
симметрические многочлены в любой алгебре ‘многочленов A[X,, 
Х.,..., An] над произвольным коммутативным кольцом с единицей. 


3. Формула Ньютона 


Мы поставим себе целью получить рекуррентные формулы 


(«формулы Ньютона»), позволяющие вычислять выражения CHM- 


метрических многочленов 
Pr (Хи, Xo, sy ЖЕ See LES es (k>0) 


в виде многочленов OT $1, So, ..., Sn- 
ΠΡΕΠΠΟΆΕΗΜΕ 4. Имеем 


PR — Pr-181 + Pr-2Se+ --- + ( -- bis PiSh=1 + (— 1)' ksx=0 (1) 
для 1< Е<пи 
Ph — Ре +... + (— 1} Phentisn—1 + < —1) Pk-nSn = 0 (2) 


для k>n. 
Первое доказательство. Пусть f(Z)—(Z—X:)(Z —X2) ... 
...(Z—X,) (в кольце Ν[Ζ], где N=K(Xy, ..., Xn)); тогда 


а 
ΤΩ = 2 ZEN (5) 
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Но разложение 1/(Z—X;) в формальный степенной ряд по 1/7 


а 


(гл. IV, $ 5, предложение 5) имеет вид = 
k | | 
Следовательно, уравнение (3) записывается в виде 


—- 


1 
VAËS Ἢ 


(2 
= + + 


le ees 


a 


или, умножая обе части Ha f(Z)/Z", 
n—(n—1) + +(n— 2) ze +...4+(—4)"1 RÉ = 
= (A EP Дар ++. 2 


Достаточно теперь сравнить коэффициенты при 1/Z" в двух час- 
тях равенства (4), чтобы получить формулы (1) и (2). 
Второе доказательство. Из соотношений 


ta Snes, de Ne a, 50 
для A<i<n следует при k> 
Xi xt ο αγ Scat + 
+(—4)"s,X?"=0 (1<i<n). 


Складывая эти N соотношений, мы получим тождество (2). Для 
доказательства соотношения (1) мы используем следующую 
лемму: 

“Лемма. Пусть К — поле, f— однородный многочлен степени 
q<in из кольца Κ|Χι, Xo, ..., Χρ]. Если многочлен } обраща- 
ется в нуль при подстановке нуля в произвольные п—4 из п 
переменных X;(1<i<n), πιο f—0. 

Действительно, если 7-2 0, то f является суммой ον. 


ν 
членов вида Xi: ... Χιθ, где „>1 при 1<k<m и Уж =. 
k=1 


Это доказывает, что m<q. Подставив нуль вместо Tex элемен- 
тов Xj, индексы которых отличны от индексов ir, элементов, 
входящих в один из этих членов, мы получим, таким образом, 
ненулевой многочлен, что противоречит О ЗЕ: 


14 Н. Бурбаки 
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Доказав лемму, рассмотрим симметрический многочлен 


[(Χι, ἐφ à: Nat 
= Pn— Pr-ıSı + Ph-o8o +... +(— 1) pa + (— 1)" ksz 


для некоторого индекса k<<n. Это однородный многочлен сте- 
пени К. Далее 


I(X,, ...9 Xk; 0, оу D 
= Ph — реа +... +(— N piss 1 + (— 1)" kop, 


где 
85 == 83 1X4, BEE АК. 0, у 0) 


Pi= Dj (Χι, 45 43 At: 0, sey de SX 


Поскольку 5; — элементарная симметрическая функция CTe- 
пени 7 от Χ,, Xo, ..., Xp, из формулы (1) (доказанной выше) 
для n= вытекает, что f(X:i, 5 :., An; 9... 0) =0. Так как 
f— симметрический многочлен, он обращается в нуль при под- 
становке нуля в произвольные ἢ) — k из п переменных Х; (1 << п), 
откуда, применяя лемму, получим f — 0. 

Следствие. Нусть К — поле характеристики нуль, (A;)ı<i<n 
и (В:)1==<„— два семейства из п элементов поля К, для вото- 


рых у a? = у Bi, где 1<k<n. При этих условиях существует 

i=1 j=1 

перестановка с множества [1, τι], для которой В; = ас (4), где 
== п, 

Действительно, формулы (1) доказывают индукцией по А, что 

SR (41, ..., An) = Sa (Ва, ..., Br) (деление на произвольное целое 

число возможно в силу предположений относительно поля К). 


τι Τι 
Следовательно, многочлены |](X—a;) и [](X —f;) совпадают. 
| i=1 i=1 


Упражнения. 1) Пусть К — произвольное поле, N=K(X,,... 

.., Хп)— поле рациональных дробей от п переменных над полем 
К, Е подполе поля К, образованное симметрическими рациональ- 
ными дробями. Доказать, что элемент Хр} (1 < Ё< п) имеет степень 
n—k-+1 над полем Е (X4, ..., Χρ... Какой многочлен играет роль 
его минимального многочлена над этим полем? Вывести отсюда, 


СИММЕТРИЧЕСКИЕ РАЦИОНАЛЬНЫЕ ДРОБИ 211 


что многочлен f из кольца E [2], Zo, ..., ZR] степени < n—k отно- 
сительно каждого из Zj, для которого }(Χι, Хо, ..., Xp)—0, явля- 
ется нулевым. 

2) Пусть /— симметрический многочлен из кольца К [X4, ..., Xn], 
ф— единственный многочлен из кольца A[Y,, ..., Yn], для кото- 
poro f(X4, ..., Xn)—@ ($1, ..., Sn). Доказать, что полная степень 
многочлена ф равна степени многочлена f относительно произволь- 
ной из переменных X;. 

3) В обозначениях предложения 4 положим и;=(—1)71 $; (1 < 
<j<n). Доказать, что 


a A1,,A2 An 
Pr= 2) OMe Ad PR À 
где суммирование ведется по всем системам (Ay, ..., An) неотрица- 


тельных целых чисел, для которых А.--2А2-...- п, =. Коэф- 
фициент Ale. A равен 


ЕН Е 
Ay! ho! eee An! 5 


(Разложить f’(Z)//(Z) в формальный ряд по степеням 1/2, запи- 
cap /(Z)=Z"—g(Z) и разложив сначала 1/f в ряд по степе- 
HAM g/Z".) 

4) Пусть К— поле характеристики нуль. Пусть a; (1<i<n)—n 
элементов из поля К, для которых ааа... |-αἲ--0 при 7 


последовательных значениях À, h+41, ..., ВР п—4 индекса k. 
Доказать, что в этом случае а. = 42=... =@„=0. Показать Ha при- 
мере, что это уже на так, если п значений индекса k не является 
последовательными числами или если поле К имеет характерис- 
тику, отличную от нуля. 

*5) Пусть К — произвольное поле, }— рациональная дробь из 


поля K(X4, ...,. Xn, Yq, ..., Yn). Обозначим символом Of (σ---πιο- 
бая перестановка из @,) рациональную дробь 
of (Ху, ...’ Хр, γη, ...) Ув) = 

=F (Xo ty nr Хот)» Kay or Ув). 


Говорят, что /— симметрическая рациональная дробь относи- 
тельно пар (X;, Y;), если of=f при любых 0 € On. 

a) Для любого элемента v=(Ay, ..., Any μι, ..., Un) из №2 
и любой перестановки 0 € ©, положим 


σ-ι (V)=(Ag ay PA λα (n)? Ис (1) ..»9 Мо (ny): 


Группу ©», тем самым, можно рассматривать в качестве группы 
операторов в №?" (гл. I, $ 7, n° 3). Пусть у произвольный класе 


14" 


212 


ПРИЛОЖЕНИЕ ТК ГЛАВЕ У 


интранзитивности группы ©, в №". Обозначим символом Uy сим- 
метрический многочлен 


Sxhıyda,. ХАвум γῆπ, 


где (Aq, ..., Ans μι» ..., Un) пробегает множество у. 

{‹оказать, что [многочлены и, образуют базис (над полем К) 
векторного пространства симметрических многочленов относительно 
пар (Xj, Yj). 

6) Предположим, что характеристика поля К равна нулю. 
Доказать, что любой многочлен и, равен некоторому многочлену 
с рациональными коэффициентами относительно симметрических 
функций 


т, 


Та > ave . 


$ =1 


(Вести доказательство индукцией по числу пар (À;, Wy), отличных 


OT (0, 0) в строке у= (74, ..., Ans μι, ..., Mn). Рассмотреть произ- 
ведения игл.) 


в) Элементарными симметрическими функциями от (Х;, Y;) будем 
называть п (п--3)/2 многочленов вида WpR=Uy, соответствующих 
классам интранзитивности Y элементов (Aq, ..., Am μι, ++. Un); 
отличных OT (0, ..., 0) и для которых À пар имеют вид (Aj, μι) (1, 0), 
k других пар — (0, 1), а n—h—k остальных — (0, 0). Доказать (при 
условии, что характеристика поля К равна нулю), что любой сим- 
метрический многочлен относительно (X;, У;) равен некоторому мно- 


точлену с коэффициентами в поле К относительно элементарных 
n 
симметрических функций. (Рассмотреть суммы вида an (UX;+VY;)*, 
roe U u V—nse переменные. Использовать 6).) 
τ) Пусть А— поле характеристики 3 и п> 4, доказать, что 


n 
2-72 
многочлен >, XiYi He равен никакому многочлену с коэффициен- 
t=1 
тами из поля К относительно симметрических функций Whk- 


ПРИЛОЖЕНИЕ II 
K TJIABE V 


РАСШИРЕНИЯ ГАЛУА БЕСКОНЕЧНОЙ СТЕПЕНИ 
1. Топологическая группа Галуа 


Пусть К — поле, N — расширевие Галуа поля К, Г— групга 
Галуа поля N над полем К. Если N — расширение Öeckon me! 
степени над полем А, то уже не существует взаимно одноз1.ач- 
ного соответствия между подгруппами группы Г и промежуточ. 
ными полями между полями К и N. Точнее говоря, может 
существовать подгруппа А группы Г, отличная от Г, но имею- 
щая в качестве поля инвариантов то же, что и у Г поле К 
(упражнение 1). Все же следующее предложение справедливо. 

ПрЕдложеЕНИЕ 1. Пусть N — расширение Галуа поля К, T — 
группа Галуа поля N над К, Ар-— подгруппа группы Г, поле 
инвариантов которой совпадает с полем К. Для любого под- 
расширения L поля N, являющегося расширением Галуа поля К 
и имеющего над ним конечную степень, любой К-автоморфизм 
поля L является ограничением автоморфизма, принадлежащего 
группе А. 

Действительно, ограничения на L автоморфизмов © € À обра- 
зуют некоторую группу К-автоморфизмов поля L ($ 6, предло- 
жение 6), поле инвариантов которой совпадает с полем К. 
Поскольку поле L имеет конечную степень над полем К, эта 
группа совпадает с группой Галуа поля L над полем К ($ 10, 
теорема 2). | 

Мы сейчас переформулируем результат предложения À на 
топологическом языке. Для любого подрасширения Ё поля N, 
являющегося расширением Галуа и имеющего конечную степень 
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над полем А, пусть g(L)—rpynna Галуа поля N над полем L 
{подгруппа группы Г, образованная из автоморфизмов 0 ЕГ, остав- 
ляющих инвариантным каждый элемент поля L). Множества g (L) 
образуют базис фильтра на Г, ибо для двух расширений Галуа 
L и М поля К, содержащихся в N и имеющих конечные сте- 
пени, А (L|}M) является расширением Галуа конечной степени 
над полем К ($ 10, предложение 5). 

С другой стороны, подгруппы g(L) являются нормальными 
делителями в группе Г ($ 10, предложение 4). Таким образом, 
они определяют на Г топологию, согласованную со структурой 
группы Г. В этой топологии они образуют фундаментальную 
систему окрестностей единичного элемента = (Общ. топол., гл. Ш, 
$ 1, n° 2). В дальнейшем, рассматривая группу Галуа некото- 
рого расширения Галуа произвольного поля А, мы всегда будем 
подразумевать (если не оговорено противное), что эта группа 
наделена выше определенной топологией. 

Тогда предложение 1 можно выразить в следующей эквива- 
лентной форме: | 


ПредложЕниЕ 2. Пусть N— расширение Галуа поля К, 
Г группа Галуа поля N над полем К. Подгруппа А группы Г, 
поле инвариантов которой совпадает с полем К, всюду плотна 
в группе Г. 

Действительно, для любого элемента оЕГ и любого расши- 
рения Галуа LCN поля К конечной степени над полем К 
существует элемент TEA, для которого ограничения элементов 
o ит на L, в силу предложения 1, совпадают. Следовательно, 
ом Е#(Г), откуда следует предложение. 


2. Свойства топологичесвих групп Галуа 


Пусть N — расширение Галуа поля А, Г— его группа Галуа, 
LC N — расширение Галуа конечной степени поля К. Для двух 
элементов т, о группы Г имеем от Ех (Г.) в том и только в том 
случае, если о (5) —T(X) для всех элементов X некоторой системы 
образующих поля L над полем К, которую, в силу предполо- 
жения, можно выбрать конечной. Наоборот, поскольку всякое 
расширение Галуа поля К, порожденное конечною частью поля N, 
имеет конечную степень над полем А ($ 6, следствие 1 к пред- 
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ложению 9), мы видим, что топология группы Г является 
в точности топологией простой сходимости. Предполагается при 
этом, что поле М наделено дискретной топологией (Общ. топол., 
гл. Х, $ 1, n° 3). Можно добавить, что при рассмотрении группы Г 


Ν à 
в качестве части множества N отображений из N в N ee топо- 
логия индуцируется топологией произведения дискретных топо- 


. N 
логий на сомножителях в М’. 


Если N наделить равномерной дискретной топологией, то 
группа Г является equicontinu. Это заново доказывает, что тополо- 
гия простой сходимости согласуется со структурой группы Г 
(Общ. топол., гл. X, 8 3, предложение 11). 


ПрЕдложЕНИЕ 3. Группа Галуа Г расширения Галуа поля К 
является вполне несвязной компактной группой. 
ev N 
Действительно, Г как подпространство пространства N 


отделимо и вполне несвязно, как все пространство N“ (Общ. 
топол., гл. I, $ 11, предложение 9). Для любого элемента x € N 
множество элементов вида O(x), где о пробегает группу Г, 
конечно, поскольку оно является множеством сопряженных над 
полем K к алгебраическому над полем К элементу x. Вее про- 
екции группы Г на пространства сомножителей произведения NN 
являются конечными множествами. Это доказывает относитель- 


N 
ную компактность группы Г в M (Общ. τοποπ., гл. I, $ 10, 
следствие к теореме 2). Остается лишь доказать замкнутость Г 


в N“. Но если и принадлежит к замыканию Г в N“, то для 
любой пары (x, у) точек из N существует элемент СЕГ, для 
которого с (2) =и (2), в (у) =и (у), o(@+y)=u(e+y) и 0 (xy) = 
— и (ху). Отсюда следует, что u(a-+y)=u(x)+u(y) и u(ay)= 
—=и (5) и (у). Это доказывает, что и является эндоморфизмом 
поля N. Для всякого элемента хЕК подобными же рассужде- 
ниями покажем, что и (5) =х. Таким образом, и является А-эндо- 
морфизмом поля N, а в силу алгебраичности поля N над К 
и является, следовательно, и К-автоморфизмом поля М ($ 6, пред- 
ложение 4). 

То обстоятельство, что группа Г вполне несвязна, вытекает 
также и из того, что для любого подрасширения L поля N, 
являющегося расширением Галуа конечной степени над полем À, 
подгруппа g(L) группы Г, которая, по определению, есть 
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окрестность нуля, открыта в Г. Следовательно, она также и заме- 
нута (Общ. топол., гл. ПЛ, $2, предложение 4). Более общо: 

ПрРЕдложениЕ 4. Пусть N — расширение Галуа поля К, Г— его 
группа Галуа. Если Е — nod pacmu penue поля N конечной cme- 
пени над полем К, то группа Галуа g(F) поля N над полем Е 
является подгруппой, одновременно открытой и замкнутой 
в группе Г. 

Действительно, пусть С — расширение Галуа, порожденное F; 
L имеет конечную степень над полем К ($ 6, следствие 1 к пред- 
ложению 9), причем g(L)Cg(F). Следовательно, единичный 
элемент группы Г является внутренней точкой подгруппы g(F), 
что и доказывает предложение (Общ. τοποπ., гл. Ш, 8 2, пред- 
ложение 4). 

Рассмотрим теперь произвольное подрасширение Ё поля N. 
Группа Галуа g(E) поля N над полем E является множеством 
элементов OCT, для которых o(x)—x для любого хЕЁР. По- 
скольку любая из проекций σ-»σ(Ω) группы Г на пространства 


сомножителей в М" непрерывна, g(E) является замкнутой под- 
группой группы Г (Общ. топол., гл. I, $ 8, следствие предло- 
жения 6). Топология группы Г индуцирует на g(Æ) топологию 
простой сходимости в N. Таким образом, индуцированная топо- 
логия совпадает с топологией, определенной на группе Галуа 
g(E) методом n°1. 

Обратно, рассмотрим произвольную подгруппу А группы Г. 
Пусть Ё =А (А) — поле инвариантов группы Δ. В силу предло- 
жения 2 подгруппа A всюду плотна в группе Галуа g (Е), кото- 
рая является, следовательно, замыканием подгруппы А в группе Г. 
В итоге основная теорема о расширениях Галуа конечной степени 
($ 10, теорема 3) обобщается следующим‘ образом: 

ТЕОРЕМА 1. Пусть N — расширение Галуа поля К, Г-его 
(топологическая) группа Галуа. Пусть % — множество npo- 
межуточных полей между полями К и N, пусть 9 — множество 
замкнутых подгрупп группы Г. Для любой подгруппы EEG 
пусть Е (А) — поле инвариантов группы А. Для любого подполя 
EEK пусть в (Е) —группа Галуа поля N над Е. Отображение 
E—g(£) является взаимно однозначным отображением из 9 
на 9, для которого A—k(A) является обратным отобра- 
жением. 
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ПрЕдложЕНИЕ 9. Пусть N—pacuupenue Галуа поля К, 
E— расширение Галуа поля К, содержащееся в поле N. Пусть 
Г — группа Галуа поля N над полем К, А—группа Галуа поля N 
над полем Е. Группа Галуа поля Е над полем К изоморфна 
(топологической) группе Г/А. 

Поскольку группы Галуа полей N и Ё относительно поля К 
‘компактны, все сводится к доказательству того, что отображение 
0— 05 (которое каждому автоморфизму GET ставит в соответ- 
ствие его ограничение на /) является непрерывным на Г ($ 10, 
предложение 4 и Общ. топол., гл. I, $ 10, теорема 1). Но если 
Г. — некоторое подрасширение поля EL, являющееся расширением 
Галуа конечной степени относительно поля А, то из включения 
o€g(L) следует, что ок содержится в группе Галуа поля Ё 
относительно поля L. Отсюда следует предложение. 


Упражнения. 1) а) Пусть N — расширение Галуа поля К 
бесконечной степени над К. Доказать, что группа Галуа Г поля N 
над К не является счетной (используя упражнение 18 из $ 8, по- 
строить множество К-автоморфизмов поля N мощности континуум). 

6) Вывести из этого, что в этом случае в группе Г существуют 
незамкнутые подгруппы (рассмотреть счетные подгруппы группы Г). 

2) Пусть Q— расширение поля К, N — подрасширение поля ©, 
являющееся расширением Галуа поля KH, Е — произвольное 
подрасширение поля ©. Доказать, что (топологическая) группа 
Галуа поля N над Ef)N изоморфна (топологической) группе Галуа 
поля Е (№) над Е (использовать следствие 1 теоремы 1 из $ 10). 

3) Пусть N — расширение Галуа поля К, (Е), ст семейство под- 
расширений поля N, каждое из которых является расширением 
Галуа над К и для которых: 

1° для любого индекса x, обозначая символом E,, поле, порож- 
денное объединением E, с ΞΕ x, имеем Е„[]Е„=К; 

2° поле N порождено объединением Κι. 

а) Доказать, что поле N изоморфно тензорному произведению 
DE расширений Κι поля К (ra. ПТ, Приложение I, n° 2) (опре- 


делить изоморфизм этого произведения на /V, использовав теорему 1 
из $ 10). 

6) Пусть Г, —группа Галуа поля EL, относительно К; доказать, 
что (топологическая) группа Галуа поля N относительно К изо- 
морфна произведению (топологических) групп Г.. 

4) Пусть N — расширение Галуа поля К, А— наибольшее абелево 
расширение поля К, содержащееся в N ( $ 10, следствие предложе- 
ния 5). Пусть Г—группа Галуа поля N над К; доказать, что 
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группа Галуа поля N над А является замыканием коммутанта 
группы Г. 

* 5) Пусть Ор— алгебраическое замыкание простого поля Fp. 
Для любого простого числа 2 пусть №; — объединение расширений 
поля Fy, содержащихся в Фу, степени которых являются степенями 
числа ἰ. 

а) Доказать, что М; является абелевым расширением поля Fp, 
группа Галуа Г; которого изоморфна (топологической) аддитивной 
группе 7; целых 1-адических чисел (определить изоморфизм 
из 2] на Г}, используя при этом предложение-5 из $ 11). 

6) Доказать, что поле ©, является абелевым расширением 
поля Fy, что его группа Галуа Г изоморфна произведению топо- 
логических групп 41, где ἰ пробегает множество простых чисел 
(см. упражнение 3). Доказать, что счетная подгруппа группы Г, 
порожденная автоморфизмом x —> x? всюду плотна в Г. 


ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК 
К ГЛАВАМ IV UV 


(Римские цифры относятся к библиографии, помещенной 
в конце этих замечаний.) 


Теория полей, а также тесно связанная с ней теория многочленов — 
прямой продукт деятельности, составлявшей до середины XIX века основ- 
ное содержание классической алгебры. Эта деятельность была направлена 
на решение алгебраических уравнений и сводящихся к ним задач о геометри- 
ческих построениях. 

Пытаясь решить алгебраическое уравнение выше первой степени, мы 
оказываемся перед совершенно новыми вычислительными трудностями, ибо 
становится невозможным определить значение неизвестной, пользуясь лишь 
«рациональными» действиями над данными задачами. Это затруднение, види- 
мо, было обнаружено чрезвычайно давно. Одним из важнейших математи- 
ческих вкладов вавилонян следует считать то обстоятельство, что им удалось 
свести решение квадратных и биквадратных уравнений к единственной новой 
алгебраической операции: извлечению квадратных корней. (Это устанавли- 
вается дошедшими до нас текстами ((Т), стр. 183—193), в которых таким 
способом решены многочисленные уравнения с числовыми коэффициента- 
ми.) Что касается разработки формального исчисления, античной науке так 
и не удалось продвинуться в задаче решения алгебраических уравнений 
дальше этого. В самом деле, греки классической эпохи лишь переоткрыли 
вавилонские формулы в геометрических терминах; использование этих ре- 
зультатов в алгебраическом виде засвидетельствовано не раньше Герона 
(100 г. x. 3.) и Диофанта. 

Решительный прогресс был достигнут греками в совершенно ином направ- 
лении. Мы почти не знаем, как вавилоняне представляли себе корни 
квадратные из целых чисел, не являющихся квадратами, и как они их 
вычисляли *). В немногочисленных дошедших до нас текстах по этому 
вопросу авторы, по-видимому, довольствуются довольно грубыми прибли- 


*) Во всех примерах квадратных и биквадратных уравнений в вавилон- 
ских текстах данные подобраны так, что корни приходится извлекать из 
точных квадратов. 
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женными методами ((Т), стр. 33—38). Пифагорейская школа, строго определив- 
шая понятие соизмеримых величин и придававшая этому понятию поч- 
ти религиозный характер, не могла оставаться на этой точке зрения. Воз- 
можно, что именно безуспешность последовательных попыток рационально. 
выразить число V2 привела к доказательству иррациональности это- 
го числа *). 

В другом месте (см. Исторические замечания к гл. IV Книги ПТ) мы уже 
указывали, что это открытие, знаменующее решительный поворот в истории 
математических наук, оказало глубокое влияние на понятие «числа» у гре- 
ков и привело их к созданию алгебры исключительно геометрического харак- 
тера. Цель этого состояла в отыскании способа представления (или, быть 
может, доказательства «существования») несоизмеримых отношений, кото- 
рые греки отказывались считать числами. Чаще всего они сводили алгебраи- 
ческую задачу к нахождению пересечения двух вспомогательных плоских 
кривых, выбранных подходящим образом, или же к последовательному разыс- 
канию нескольких таких пересечений. Поздняя и не заслуживающая боль- 
шого доверия традиция приписывает Платону первую классификацию этих 
конструкций, которой суждена долгая и блистательная история. По-види- 
мому, по причинам скорее философского, чем математического, характера 
Платон специально выделил так называемые «построения циркулем и линей- 
кой», т. е. те, в которых лишь прямые линии и окружности используются 
в качестве вспомогательных кривых **). 

Во всяком случае, Евклид в своих «Началах» (II) ограничивается только 
задачами, разрешимыми этим способом (не называя их, впрочем, особым 
термином). 

Это обстоятельство, безусловно, немало способствовало привлечению 
внимания к таким задачам математиков последующих веков. Теперь, одна- 


*) Один современный автор высказал остроумное замечание о том, что 
построение правильного звездчатого пятиугольника, известное пифагорейцам 
(пятиугольник был у них одним из мистических символов), немедленно дает 
иррациональность числа V5. Он же предложил гипотезу (к сожалению, 
не подтвержденную никакими текстами) о TOM, что именно на этом пути пифа- 
горейцы открыли иррациональные числа (К. von Fritz, Ann. of Math., 
6. XLVI, 242 (1945)). 

**) В связи с этим Платону приписывается также разделение плоских 
кривых на «плоские» (прямая и окружность), «телесные» (конические сече- 
ния, получаемые как пересечение плоскости с твердым телом-конусом) и все 
остальные, объединенные общим названием «τόποι γραμμικοί». Любопытно, 
что влияние этой классификации прослеживается еще у Декарта, который 
в своей «Геометрии» относит к одному и тому же «роду» уравнения степени 
2n — 1 u 2n: без сомнения потому, что уравнения первой и второй степени 
решаются перечислением «плоских» кривых, а уравнения третьей и четвертой 
степени — перечислением «телесных» кривых. 
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KO, мы знаем *), что алгебраические уравнения, которые можно решить 
«циркулем и линейкой», относятся к весьма специальному виду: в частности, 
неприводимое уравнение третьей степени (над полем рациональных чисел) 
нельзя решить таким способом. Между тем, греки уже давно встретились 
‚< подобными задачами, которым суждено было стать знаменитыми: удвоение 
куба (решение уравнения #3 = 2) и трисекция угла. С другой стороны, квадра- 
тура круга поставила древних математиков перед лицом трансцендент- 
ной проблемы. Мы обнаруживаем, что для решения этих задач вводились мно- 
гочисленные алгебраические кривые (конические сечения, циссоида Диокле- 
ca, конхоида Никомеда) и трансцендентные кривые (квадратриса Динострата, 
спираль Архимеда). Это обстоятельство не могло не привести к изучению 
таких кривых самих по себе, что подготовило почву для будущего развития 
аналитической геометрии, алгебраической геометрии и исчисления бесконечно 
малых. Подобные методы, однако, не способствовали никакому прогрессу 
в решении алгебраических уравнений **). 

Единственным трудом античности, содержащим значительный вклад 
в этот вопрос и долгое время влиявшим на алгебраистов средневековья и Воз- 
рождения, осталась книга X «Начал» Евклида (II). В этой книге (основные 
результаты которой некоторые историки склонны приписывать Теэтету) 
Евклид рассматривает выражения, получающиеся в результате комбинации 


нескольких радикалов, например γγα-- V ὁ (απ — рациональные числа). 
Он дает условия, при которых такие выражения иррациональны, разделяет 


*) Отыскание точек пересечения прямой и окружности (или двух окруж- 
ностей) равносильно решению уравнения второй степени, коэффициенты кото- 
рого являются рациональными функциями от коэффициентов рассматрива- 
емой прямой и окружности (или двух окружностей). Отсюда легко вывести, 
что координаты точки, которую можно построить «циркулем и линейкой», 
исходя из данных точек, принадлежат некоторому расширению L поля 
рациональных чисел Q, описываемому следующим образом. Пусть К — поле, 
полученное присоединением к О координат заданных точек. Тогда существует 
возрастающая последовательность полей (L;) 4 <i<n, промежуточных между К 
и Г, и удовлетворяющих условиям К = Lo, L = Г, IL; : L;_,] = 2 при 1 < 
<i<n. Индукция по п показывает, что степень над полем К расшире- 
ния Галуа N, порожденного расширением Г, является степенью двойки. 
Можно доказать, что и наоборот, при выполнении последнего условия сущест- 
вует последовательность полей (L;), промежуточных между К и L с описан- 
ными выше свойствами. Тогда поставленная задача решается циркулем 
и линейкой (ср. Н. Г. Чеботарев, Основы теории Галуа, Гостехиздат 
(1934), π. 1). 

- **) Из-за отсутствия удобного алгебраического исчисления у греков мы 
не находим каких-либо попыток классифицировать задачи, которые не уда- 
валось решить «циркулем и линейкой». Арабы первыми свели многочисленные 
задачи этого рода (например, построение правильных семи- и девятиуголь- 
ников) к решению кубических уравнений. 
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их на многочисленные категории (и доказывает, что эти категории не совпа- 
дают), а также изучает алгебраические соотношения между этими ирра- 
циональностями типа (в современной записи) 


AE НУРРУР+У ТУРУР. 


Все это выражено обычным геометрическим языком «начал», что делает 
изложение особенно тяжеловесным и неудобным. 

После упадка классической греческой математики концепции, относя- 
щиеся к алгебраическим уравнениям, претерпевают изменения. Несом- 
ненно, что на протяжении всего классического периода греки владели мето- 
дами сколь угодно точного вычисления квадратных корней. К сожалению, 
мы мало осведомлены об этом *). 

У индусов, затем у арабов и их западных соперников средних веков из- 
влечение корней любых порядков становится постепенно одной из основных 
операций наряду с рациональными операциями алгебры и, как эти послед- 
ние, обозначается все более удобными для вычислений символами **). Теория 
уравнений второй степени, непрерывно совершенствуемая в продолжение 
всего средневековья (число корней, отрицательные корни, неразрешимый 
случай, двойные корни), а также теория биквадратных уравнений дают те 
образцы формул решения «в радикалах», которые алгебраисты нескольких 
веков будут пытаться перенести на уравнения высших степеней, в первую 
очередь кубические. Леонардо Пизанский, главный проводник арабской 
науки в Европе XIII века, во всяком случае, уже сознает, что иррациональ- 
ности, расклассифицированные Евклидом в его десятой книге, не годятся 
для этой цели (новое доказательство невозможности в теории, которая изо- 


*) Например, принадлежащий Архимеду метод приближенного вычисле- 
ния числа л требует знания ряда квадратных корней с довольно большой 
точностью. Мы не знаем, однако, каким способом Архимед вычислял эти 


корни. Метод вычисления У 2, доставляющий разложение этого числа в «непре- 
рывную дробь», известен нам (в геометрической форме) из текста Теона Смир- 
нейского (II в. H. э.); возможно, что он восходит к ранним пифагорейцам. 
Тот способ отыскания приближений к квадратным корням, который и в наши 
дни преподается в средней школе, засвидетельствован впервые у Теона Алек- 
сандрийского (ТУ в. н. 3.), хотя, несомненно, он был известен уже Птоломею. 
Отметим, наконец, что у Герона (около 100 т. н. э.) можно найти приближен- 
ное вычисление одного кубического корня (ср. G. Enceström, Bibl. 
Math. (3), t. VIII, 412 (1907)). 


**) Иррациональность числа γα, где а — целое число, He являющееся 
точной п-й степенью, впервые отмечена и доказана Штифелем (XVI век). 
Впрочем, его доказательство скопировано с доказательства Евклида при n = 
— 2, и представляется довольно маловероятным, чтобы такое нетрудное 
обобщение не было замечено раньше. 
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билует ими). Он пытается провести аналогичные вычисления с кубическими 
корнями и получает соотношения типа 


У 16- У 54 =У 250, 


подобные формулам Евклида для квадратных корней (впрочем, более ранние 
примеры таких тождеств засвидетельствованы у арабов). Все же пройдут 
еще три века бесплодных попыток, пока Сципион дель Ферро в начале XVI ве- 
ка не придет, наконец, к формуле решения уравнения x? + ах = 6: 


var RS ЕС NN OR γ΄ ΚΕΝΕΣ 
= 2+V (2) τ(5) +И 2- (2) +(з). © 

Не нам описывать здесь красочную историю этого сенсационного откры- 
тия — ссоры, вызванные им между Тартальей с одной стороны и Кардано: 
и его школой с другой, или набрасывать портреты, порой весьма притягатель- 
ные, ученых, оказавшихся в этом споре противниками. Но мы должны отме- 
тить решительные продвижения в теории уравнений, достигнутые Кардано 
и его учениками вследствие этого открытия. 

Так, Кардано, пользовавшийся отрицательными числами охотнее, чем 
большинство его современников, замечает, что у кубических многочленов мо- 
жет быть три корня, а у биквадратных — четыре ((ПТ), т. ТУ, стр. 259). 
Он отмечает, кроме того, что сумма трех корней уравнения x? + ba = ax? + с 
(у которого, впрочем, член с 27 уже умели уничтожать) всегда равна а (там 
же). Несомненно, руководствуясь этим соотношением и своей общей интуи- 
цией, он приходит к первоначальной идее о кратности корня. Он осмеливает- 
ся даже (не без ораторских предостережений) производить формальные вык- 
ладки с выражениями, в которые входят квадратные корни из отрицатель- 
ных чисел. Кажется правдоподобным, что к этому его привело естественное 


2 3 
появление таких выражений в формуле (1) при (=) τ (5) < 0 (так 


называемый «случай неприводимости», в которо’, как понял Кардано, 
уравнение имеет три вещественных корня). Это обстоятельство, во всяком. 
случае, с очевидностью проявляется у его ученика Р. Бомбелли, который 
в своей «Алгебре» ((ТУ), стр. 293) доказывает соотношение 


ИУ =121=21V I 


и заботится о том, чтобы дать правила действий над комплексными числами 
в явном виде, уже весьма близком к современным изложениям *). 


*) Бомбелли ((ТУ), стр. 169 и 190) рассматривает комплексные числа 
как «линейные комбинации» с вещественными коэффициентами четырех 
базисных элементов: «piu» (--1), «meno» (—1), «piu de meno» (++i) и «meno 
di meno» (—i). В частности, он формулирует аксиому, согласно которой «piu» 
и «piu de meno» «He складываются»— первое появление понятия линейной 
независимости. 


224 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛАВАМ IV un V 


Наконец, в 1545 году другому ученику Кардано, Л. Феррари, удается 
решить общее уравнение четвертой степени с помощью вспомогательного 
кубического уравнения *). 

Период, последовавший за эпохой столь быстрого прогресса и продлив- 
шийся вплоть до середины XVIII века, отмечен лишь развитием новых идей, 
введенных итальянской школой. Благодаря существенным усовершенство- 
ваниям, внесенным в систему алгебраических обозначений, Виета смог уста- 
новить общие соотношения между коэффициентами и корнями любого 
алгебраического уравнения по крайней мере в случае, когда все корни поло- 
жительны **) ((У), стр. 158). Более решительный А. Жирар, не колеблясь, 
утверждает (разумеется, без доказательства), что у всякого уравнения сте- 
пени п имеется в точности п корней, если считать также «невозможные корни», 
каждый со своей кратностью и что эти корни удовлетворяют соотношениям, 
данным Виета. Он же впервые получает формулы для сумм одинаковых CTeHe- 
ней корней вплоть до четвертой степени. 

Но творческий дух ХУП века обращен к иным целям, и Алгебре лишь 
перепадает кое-что из новейших открытий Аналитической геометрии и Исчис- 
ления бесконечно малых. Так, с методом Декарта проведения касательных 
к алгебраическим кривым (ср. Исторические замечания к Книге ТУ, гл. Г, 
II, III) связан критерий кратности корня алгебраического уравнения, 
сформулированный учеником Декарта Гудде ((УПТ), стр. 433 и 507—509). 
Несомненно, что также под влиянием Декарта начинается различение между 
алгебраическими и трансцендентными функциями, параллельное введенно- 
му в его «Геометрии» делению кривых на «геометрические» и «механические» 
(ср. Исторические замечания к Книге IV, гл. I, Il, III). Это различение, во 
всяком случае, становится совершенно явным у Грегори, который в 1667 году 
пытается даже доказать, что площадь кругового сектора не может быть 
алгебраической функцией его хорды и радиуса ***). 

Слово «трансцендентный» принадлежит Лейбницу, который всю жизнь 
интересовался подобными классификационными вопросами и который 


*) Приведя первоначальное уравнение к виду 24 = ax? + br + с, 
стараются затем определить число 2 таким образом, чтобы правая часть урав- 
нения 


? eh? = la) br + {ε-- 2) 


была полным квадратом, что дает для 2 уравнение третьей степени. 

**) Виета, страстный поклонник античности, систематически избегает 
использования отрицательных чисел в своих рассуждениях. Это не мешает 
ему при случае выражать на своем языке соотношения между коэффициента- 
ми и корнями, когда некоторые из последних отрицательны. Например, если 
у уравнения x° -- ὦ = ах есть два положительных корня αι, 20 (а > 0, 
b>0), Виета показывает, что x? + 83 + 1х2 = а и хто (αι + 12) = ὁ 
((V), стр. 106). 

***) |. Gregory, Vera Circuli et Hyperbolae Quadratura..., Pataviae, 
1667;cp.G. Heinrich, Bibl. Math. (3), t. II, 77—85 (1901). 
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в 1682 году открыл простое доказательство результата, He дававшегося Гре- 
гори, установив, что Sin x не является алгебраической функцией от x ((VIII), 
т. V, стр. 97—98) *). Лейбниц и его друг Чирнгаузен, кроме того, были един- 
ственными математиками своего времени, еще интересовавшимися проблемой 
решения алгебраических уравнений «в радикалах». Мы видим, как в начале 
своей деятельности Лейбниц изучает «случай неприводимости» уравнения 
третьей степени и убеждается (впрочем, без достаточного доказательства), 
что в этом случае нельзя избавиться от мнимых величин в формулах для реше- 
ний ((IX), стр. 547—564). Тогда же он безуспешно пытается решить в ради- 
калах уравнение пятой степени. Когда позже Чирнгаузен утверждает, что 
он решил эту проблему, избавившись от всех членов уравнения, кроме двух 
крайних, с помощью преобразования вида y = Р (x), где Р — подходящий 
многочлен четвертой степени, Лейбниц немедленно обнаруживает, что 
уравнения, определяющие коэффициенты многочлена P (x), имеют степень >), 
и оценивает этот метод как безнадежный ((IX), стр. 402—403). 

По-видимому, именно нужды нового Анализа понемногу восстановили 
интерес к алгебре. Интегрирование рациональных дробей, осуществленное 
Лейбницем и Иоганном Бернулли, а также тесно связанный с этим вопрос 
о мнимых логарифмах, дают повод для углубления расчетов с комплексны- 
ми числами и приводят к новой постановке вопроса о разложении много- 
члена на множители первой степени («основная теорема алгебры») **). 

В начале XVIII века Котес и Муавр сводят решение двучленного уравне- 
ния x” — 1 к делению окружности на п равных частей. Для выражения кор- 
ней «в радикалах» поэтому оказывается достаточным найти соответствующие 
формулы для нечетного простого числа п. Муавр замечает, что в этом случае 


1 
подстановка у = х--— сводит задачу к решению «в радикалах» некоторого 
2 


*) Определение «трансцендентных величин» у Лейбница ((VIII), т. У, 
стр. 228; см. также стр. 120) применимо скорее к функциям, чем к числам (то, 
что он делает, на современном языке сводится к определению трансцендент- 
ных элементов над полем, полученным в результате присоединения данных 
задачи к полю рациональных чисел). Представляется правдоподобным, одна- 
ко, что Лейбниц имел довольно четкое понятие о трансцендентных числах 
(хотя их точное определение, как будто, было дано не раньше конца XVIII ве- 
ка). Во всяком случае, Лейбниц в явном виде замечает, что трансцендентная 
функция может принимать рациональные значения при рациональных зна- 
чениях аргумента и, следовательно, что его доказательство трансцендентности 
функции Sin + еще недостаточно для доказательства иррациональности числа д 
((VIID), т. У, стр. 97 и 124—126). 

**) О зачаточном состоянии, в котором в то время находилось еще 
исчисление комплексных величин, можно составить себе отчетливое пред- 
ставление, читая Лейбница (одного из наиболее опытных в этом исчислении 
математиков той эпохи), который выражается так, как будто считает невоз- 


можным разложить многочлен 24 -|- 1 на два вещественных множителя второй 
степени ((VIII), т. У, стр. 359—360). 


15 H. Бурбаки 


220 ᾿ ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛАВАМ IV u V 


n— 1 
2 
неудач с общим решением «в радикалах» (включая несколько попыток Эйлера 
(Х)) начинаются поиски априорных доказательств, не использующих явных 
формул для решений. Не входя в детали предлагавшихся методов (которые 
в конце концов привели к доказательствам Лагранжа и Гаусса; ср. Истори- 
ческие замечания к Книге II, гл. VI, УП и Книге III, гл. VIII), отметим здесь 
точку зрения, с которой эта проблема рассматривается в середине XVIII века. 
Допускается (без какого бы то ни было оправдания, кроме смутного ощу- 
щения «общего случая», несомненно обязанного своим возникновением, как 
у А. Жирара, наличию соотношений между коэффициентами и корнями), ᾿ 
что у всякого уравнения степени п есть п «идеальных» корней, с которыми 
можно вычислять, как с числами, не зная, являются ли они числами (вещест- 
венными или комплексными). Предполагается доказать (пользуясь правилами 
действий с этими идеальными корнями), что по крайней мере один из корней 

является обычным комплексным числом *). 

В этом несовершенном виде можно различить уже первый росток общей 
идеи «формального присоединения», которой, несмотря на возражения Гаус- 
ca ((XIII), т. ПТ, стр. 1), суждено было стать основой современной теории 
коммутативных полей. 

С основоположными работами Лагранжа (XIa) и Вандермонда (ХИ) 
1770 год открывает новый и решающий период в истории теории алгебраиче- 
ских уравнений. Безраздельно царившему до той поры эмпиризму более или 
менее удачных попыток найти формулы для решений приходит на смену систе- 
матический анализ поставленных проблем и методов, способных с ними спра- 
виться, — анализ, который через шестьдесят лет привел к окончательным 
результатам Галуа. Как Лагранж, так и Вандермонд исходят из неопределен- 
ности, к которой приводят разные значения радикалов в формулах для реше- 
ния уравнений степени < 4. Это обстоятельство уже привлекало внимание 
Эйлера, который среди прочего показал, как следует согласовывать значения 
корней в формуле дель Ферро, чтобы получить 3 корня, а не 9. Лагранж заме- 
чает, что каждый из кубических радикалов в формуле дель Ферро можно запи- 


уравнения степени . Что до «основной теоремы», то после многократных 


1 \ 2 L 4 vw у 
сать в виде — (x; + Wx. + ©°?x3), где © — некоторый кубический корень’ из 


единицы, 21, Lo, хз — три корня рассматриваемого уравнения, взятые в опре- 
деленном порядке. Лагранж затем делает фундаментальное наблюдение, что 
функция (αι + ®х5-Р 2x3)? от трех корней может принимать лишь два 
разных значения при всевозможных перестановках корней, что априорно 
объясняет успех методов решения кубического уравнения. Подобный же 
анализ методов решения уравнения четвертой степени приводит к функции 
112 À хзх, четырех корней, принимающей только три разных значения 
при всевозможных перестановках корней и являющейся, стало быть, корнем 


*) Следует отметить, что «мнимые (imaginaires) корни» математиков 
XVIII века — это часто именно «идеальные» корни, относительно которых 


и пытаются доказать, что они имеют вида + БУ —1 (см., например, (XI6)). 
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некоторого кубического уравнения, коэффициенты которого суть рациональ- 
ные функции от коэффициентов первоначального уравнения *). Лагранж 
говорит, что эти факты «составляют истинные принципы и, так сказать, 
саму метафизику **) разрешения в радикалах уравнений третьей и четвертой 
степени» ((XI), стр. 357). Опираясь на эти примеры, Лагранж намеревается 
изучить в общем случае для уравнений степени п, какое количество V 
разных значений ***) может принимать при произвольных перестановках 
корней рациональная функция У от этих корней. По существу, он заклады- 
вает тем самым (на языке, еще тесно связанном с теорией уравнений) основы 
теории групп и полей и получает несколько фундаментальных результа- 
тов этих теорий, используя те же принципы, которыми мы пользуемся сегодня. 
Например, он доказывает, что число V делит n!, тем же рассуждением, кото- 
рое служит сейчас для доказательства того факта, что порядок подгруппы 
конечной группы делит порядок всей группы. Еще более замечательная теоре- 
ма, в которой он показывает, что если две рациональные функции от корней 
У, и Г. остаются инвариантными при одних и тех же перестановках, то каж- 
дая из них является рациональной функцией от другой и от коэффициентов 
уравнения (частный случай теоремы Галуа, характеризующей всякое подрас- 
ширение расширения Галуа как поле инвариантов его группы Галуа). «Эта 
проблема,— говорит Лагранж,— представляется мне одной из важнейших 
в теории уравнений, и ее общее решение, которое мы даем ниже, должно пока- 
зать в новом свете эту часть Алгебры» ((XI), стр. 374). 

Все эти изыскания, естественно, в духе Лагранжа являются лишь подго- 
товкой к анализу возможных методов решения алгебраических уравнений 
их последовательным сведением к уравнениям меньшей степени, ибо всякий 
такой метод, как показывает Лагранж, связан с образованием рациональных 
функций от корней, принимающих меньше 7; значений при всевозможных пере- 
становках корней. Руководствуясь, несомненно, своими результатами 


о кубическом уравнении, он вводит в общем случае «резольвенты Лагранжа» 
n 


Yr= У Open, где ©, — корень n-it степени из единицы (1 <k «ς Ν), 
h=1 


*) В этом слове, столь часто выходящем из-под пера авторов XVIII 
века, допустимо усматривать первый, еще довольно смутный зачаток совре- 
менного понятия структуры. 

**) Варинг также заметил это обстоятельство B своих «Алгебраических 
размышлениях», которые вышли в свет в том же 1770 году, но был не в состо- 
янии извлечь из этого наблюдения те следствия, которые извлек из него 
Лагранж. | 

***) Лагранж уже проводит различие между различными рациональ- 
ными дробями, которые получаются из У перестановками переменных x; (1 < 
<i < п) и различными значениями, которые принимают эти дроби, когда 7; 
являются корнями некоторого алгебраического уравнения с данными числен- 
ными коэффициентами. Все же его изложение не лишено колебаний по этому 
поводу, и лишь у Галуа это различие становится более явным. 


15* 
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с очевидностью показывает, как знание этих п чисел позволяет найти кор- 
ни у, и вычисляет в общем случае степень уравнения, которому удовлетво- 
ряют числа у». Он показывает, например, что если п — простое число, то 
ук являются корнями некоторого уравнения степени п — 1, коэффициенты 
которого представляют собой рациональные функции одного корня уравнения 
степени (п — 2)!; коэффициенты последнего рационально выражаются че- 
рез коэффициенты первоначального уравнения. «Если я не обманываюсь,— 
заключает он,— таковы истинные принципы разрешения уравнений и надле- 
жащий анализ, который к ним приводит; как видно, все сводится к комбина- 
торному исчислению специального рода, которое позволяет априори находить 
ожидаемые результаты» ((ХТа), стр. 403). 

| Что касается мемуара Вандермонда, написанного независимо от работы 
Лагранжа, в нем имеются многочисленные точки соприкосновения с этой 
работой, в частности идея отыскивать рациональные функции от корней, 
принимающие по возможности мало разных значений при перестановках 
корней *), и изучение «резольвент Лагранжа», также введенных Вандермон- 
дом по этому поводу. Хотя его мемуар далеко не имеет ясности и общности, 
которые присущи труду Лагранжа, в одном пункте Вандермонд явно идет 
дальше Лагранжа, применяя все эти идеи к уравнению деления круга x? — 1 
при простых нечетных п. В то время как Лагранж ограничивается напоми- 


нанием о сведении этого уравнения к уравнению степени m = 5 срациональ- 


ными коэффициентами и не пытается решить его при п > 11, Вандермонд 
утверждает, что т-е степени резольвент Лагранжа этого уравнения ра- 
циональны из-за соотношений между различными корнями уравнения απ — 
—1; но основательность этого утверждения он проверяет лишь при п = 11, 
не доказывая его в общем случае. 

Только тридцать лет спустя сформулированный Вандермондом резуль- 
тат был полностью доказан К. Ф. Гауссом **). Его окончательные результаты 
06 уравнении x” — 1 = 0 (п — простое нечетное число) находят свое место 
в общей программе его знаменитых арифметических исследований ((XIII), 
т. Г, стр. 413 и далее) и особенно ярко иллюстрирует его мастерство в обра- 
щении с тем, что мы сегодня называем теорией циклических групп. Дока- 


Фи (x) = (απ — 1) 
зав, что многочлен Lee i неприводим при всех нечетных 


*) В этом исследовании (развитом в действительности лишь для уравне- 
ний пятой степени) впервые появляется понятие импримитивности ((XII), 
стр. 390—391). Кроме того, методы Лагранжа и Вандермонда естественно сбли- 
жаются и с их работами того времени об определителях, благодаря которым 
идея перестановки и все, что с ней связано, должно было стать привычным 
этим ученым. | 

**) Гаусс не ссылается на Вандермонда в своих «Арифметических иссле- 
дованиях», но правдоподобно, что он читал мемуар этого a a (cp. XIII, 


т. X, Abh. 4,'crp. 58). 
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простых п *), a затем высказывает идею записать п — 1 корней этого 


многочлена в виде τα = Es CH Sr п — 2), где g — примитивный корень 
сравнения 27-1 = À mod п (что на современном языке сводится к выяснению 
цикличности группы Г уравнения ©, (x) = 0). Всякому делителю е числа 
п — 1 Гаусс ставит в соответствие } = (п — 1)/е «периодов» 


Ny = бу-Ё Svtet Svt2et . .. + Évitf-ee (<< V< }) 


и показывает, по существу, что линейные комбинации с рациональными коэф- 
фициентами чисел y образуют поле, порожденное любым из f периодов Hy 
и имеющее степень f над полем рациональных чисел (это поле, естественно, 
соответствует подгруппе порядка е группы Г). Здесь не место входить в дета- 
ли этого анализа и важные арифметические следствия, из него происходящие. 
Укажем лишь, что он приводит, в частности, к знаменитой теореме о воз- 
можности строить «линейкой и циркулем» правильные многоугольники, 


число сторон которых — простое вида 22 +- 1 **). 
Что до решения в радикалах уравнения D, (x) = 0, то оно легко полу- 


чается из теории периодов в меч к /-й степени резольвенты Лагранжа 
г 
> on, (rae of = 1) ***). 
v=0 Ä 

Непосредственно с работами Лагранжа связаны изыскания его сооте- 
чественника Руффини, одновременные с «Арифметическими исследованиями». 
Начиная с того, чем Лагранж кончил, Руффини провозглашает своей целью 
доказательство неразрешимости в «радикалах» «общего» ****) уравнения 


*) Понятие неприводимого многочлена (с рациональными коэффициен- 
тами) восходит к ХУП веку. Ньютон и Лейбниц уже описали способы, поз- 
воляющие (по крайней мере теоретически) определить неприводимые множи- 
тели многочлена с данными рациональными коэффициентами ((VIII), т. ТУ, 
стр. 329 и 325), но результат Гаусса — первое доказательство неприводи- 
мости, применимое к целому MHODMCECNEY многочленов сколь > Tao больших 
степеней. | 

**) Гаусс явно утверждает, что он может доказать, что это — единствен- 
ный возможный случай построения циркулем и линейкой многоугольника 
с нечетным простым числом сторон ((XIII), т. I, стр. 462). Однако это дока- 
зательство никогда не было опубликовано и не найдено в его бумагах. 

***) На самом деле, если хотеть доказать только разрешимость в ради- 
калах, достаточно положить € = 1 и провести индукцию по п. 

****) Математики XIX века понимают под этим, по существу, уравне- 
ние, коэффициентами которого являются переменные (indéterminées) над 
полем рациональных чисел. Но современное понятие переменной появляется 
не раньше последних лет XIX столетия. До тех пор под «многочленом» или 
«рациональной дробью» всегда понимали функцию комплексных переменных. 
«Общее» алгебраическое уравнение рассматривается как уравнение с неза- 
висимыми комплексными переменными (variables) в качестве коэффициентов, 
корни которого суть «алгебраические функции» от этих переменных, — 
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пятой степени. Многословное и неясное доказательство Руффини осталось 
неполным, хотя и переделывалось несколько раз. Все же оно было уже очень 
близко к (в принципе верному) доказательству, позднее полученному Абе- 
лем *). Его главный интерес заключался во введении исчисления подстановок 
и первых понятий теории групп, которые Руффини развивает для доказатель- 
ства несуществования функции от 5 корней уравнения, принимающей больше 
2, но меньше 5 значений при всевозможных перестановках корней. 

Мы уже описывали (Исторические замечания к гл. Г), как несколько лет 
спустя Коши развил и систематизировал этот первый набросок теории групп 
перестановок. Ho если в том, что касалось подстановок, понятия, необходи- 
мые для развития идей Лагранжа, постепенно прояснялись, основные прин- 
ципы теории полей еще оставалось представить в столь же явном виде. Имен- 
но этого недоставало Руффини и именно это предстояло сделать Абелю 
и Галуа в последней фазе развития задачи о решении алгебраических урав- 
нений. : 

Всю свою недолгую жизнь Абель He прекращает заниматься этой проб- 
лемой. Будучи еще почти ребенком, он думает, что получил формулу решения 
в радикалах уравнений пятой степени. Обнаружив позже свою ошибку, он 
не успокаивается, пока не находит доказательства того, что такой формулы 
не существует ((XIV), т. Г, стр. 66). Но и на этом он не останавливается. Тогда 
как его соперник Якоби развивает теорию эллиптических функций как ана- 
литик, в трудах Абеля на эту тему, посвященных теории уравнений деления 
эллиптических функций ((XIV), т. Г, стр. 265, 377 et passim) доминирует 
алгебраическая точка зрения. Так, он получает новые типы разрешимых 
в радикалах уравнений методом, скопированным с метода Гаусса для урав- 
нений деления круга ((XIV), т. I, стр. 310 и 358) **). 

Исходя из этого, он поднимается до общего понятия «абелевых уравне- 
ний», разрешимость в радикалах которых доказывает в знаменитом мемуаре 
((ХТУ), т. Т, стр. 478). Именно в этой связи он вводит точное определение 


понятие, лишенное поистине какого бы то ни было точного смысла, если слову 
«функция» придавать его современное значение. Разумеется, рассуждения, 
в которых фигурируют эти «алгебраические функции», в общем по существу 
верны, в чем можно убедиться, переводя их на современный алгебраический 
язык. 

*) См.Р. Ruffini, Opere Matematiche, у. 3, Roma (Ed. Cremonese), 
1953—1954, а также Н. Burkhardt, Zeitschr. für Math. und Phys., 
XXXVII suppl., 121—129 (1892). 

**) Гаусс в своих «Исследованиях» уже отмечал возможность обобщения 
его методов на уравнения деления лемнискаты ((XIV), т. Т, стр. 413), и в де- 
лении на 5 ((XIII), τ. X, стр. 161, 162 и 517). Как многие другие краткие 
и загадочные указания, которыми Гаусс по своей излюбленной привычке 
усеивал свои работы, соответствующая фраза из «Исследований» возбуждала 
воображение современников. Мы знаем, что она играла немалую побудитель- 
ную роль для Абеля и Якоби в их исследованиях на эту тему. 
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неприводимости многочлена над данным полем (порожденным коэффициентами 
изучаемого ‘уравнения *). 

Смерть настигла его в 1829 году, когда он занимался общей проблемой 
описания всех уравнений, разрешимых в радикалах, и только что сообщил 
Креллю и Лежандру о своих результатах, уже весьма близких к будущим 
достижениям Галуа ((XIV), τ. II, стр. 219—243, 269—270 и 279). 

Именно Галуа довелось три года спустя завершить всю постройку (ХУ). 
Как и Абель, но с еще большей отчетливостью, он начинает с определений 
(с точностью до терминологии) принадлежности величины к полю, порож- 
денному данными величинами; понятия присоединения; понятия многочле- 
нов, неприводимого над данным полем. Задавшись уравнением F (x) = 0 
без кратных корней, с коэффициентами в данном поле К, Галуа последова- 
тельно показывает, что «всегда можно образовать такую функцию V om кор- 
Н2й, umo все значения, принимаемые ею при всевозможных перестановках вор- 
ней, будут разными», что эта функция «обладает тем свойством, что все кор- 
ни первоначального уравнения рационально выражаются через У», и наконец, 
обозначая через У, У’, V",... все корни неприводимого уравнения, которому 
удовлетворяет У, что «если а = | (V) — один из корней первоначального урав- 
нения, то f (V') также будет его корнем» ((ХУ), стр. 36—37). Выражаясь 
современным языком, Галуа доказывает тем самым, что У, как и любая сопря- 
женная к У величина, порождает поле N корней многочлена F. Затем он 
определяет группу Г уравнения Ё = 0 как множество тех перестановок кор- 
ней х;, которые получаются подстановкой всевозможных сопряженных к У 
в рациональные выражения корней х; через У. После этого он немедленно 
устанавливает то фундаментальное обстоятельство, что элементы поля К 
характеризуются их инвариантностью при всех подстановках группы Г 
((ХУ), стр. 38—39). Затем он доказывает, что если поле № содержит поле 
корней L другого многочлена, то группа поля М над L является нормальным 
делителем группы Г (понятие, специально введенное по этому поводу) ((ХУ), 
стр. 41 и 25—26). Отсюда он выводит, наконец, критерий разрешимости 
в радикалах с помощью рассуждения, существенные этапы которого состоят 
в следующем. Принимается, что основное поле К содержит все корни из еди- 
ницы. Тогда, по предположению, должна существовать возрастающая после- 
довательность полей (К;) <1<т» промежуточных между Ки №, где мы поло- 


жили Ку = К, Km = Nu где поле K;,, получается присоединением к К; 


всех корней двучленного уравнения №: а; = 0 (a; ЕК;). Следовательно, 
в группе Г существует такая убывающая последовательность (Г;) подгрупп, 
для которой lo = Г, Ги = {6} (единичный элемент), Г;.. является нор- 
мальным делителем в Г;, а факторгруппы Г;/Г;+. цикличны (в этом случае 


*) Само понятие поля (как и более общее понятие множества) остается 
почти чуждым математической мысли до Кантора и Дедекинда. Абель и Галуа 
определяют элементы своих «основных полей» как величины, рационально 
выражающиеся через заданные величины, но и не помышляют о рассмотре- 
нии в явном виде всего множества этих элементов. 
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группа Г называется разрешимой). Обратно, если это условие выполнено, 
использование подходящей резольвенты Лагранжа показывает, что поле 
Κι получается присоединением к К; всех корней некоторого двучленного 
уравнения (ср. $ 11, теорема 3) и, стало быть, уравнение F (x) = 0 разре- 
шимо в радикалах *). 

Невозможность решить в радикалах «общее» уравнение степени п > 4 
следует тогда из того обстоятельства, что группа Г такого уравнения, изо- 
морфная симметрической группе ©, (Приложение I, n° 1), не является разре- 
шимой (ср. гл. [, $7, упражнение 11). 

* $ * 

Как мы уже отмечали (ср. Исторические замечания к гл. Г), начиная 
с середины XIX века, алгебраисты значительно расширили область своих 
исследований, до тех пор почти исключительно посвященных изучению урав- 
нений. В свете открытий Галуа становится ясным, что задача решения «в ра- 
дикалах»— всего лишь частный случай, и притом довольно искусственный, 
общей проблемы классификации иррациональностей. Именно ее будут ата- 
ковать с разных сторон в последние десятилетия века, и многочисленные раз- 
розненные результаты будут накапливаться, подготавливая почву для 
синтетической работы Штейница. 

В отношении прежде всего алгебраических иррациональностей фунда- 
ментальный принцип классификации доставила теорема Галуа, сводившая 
изучение алгебраического уравнения к изучению его группы. В самом деле, 
основным объектом изучения в чистой Алгебре B TO время становится теория 
групп перестановок, о которой нет нужды говорить здесь подробнее (ср. 
Исторические замечания к гл. Г). Другие достижения теории алгебраических 
`полей связаны с развитием в тот же период Теории чисел и Алгебраической 
геометрии. Эти достижения, впрочем, относятся главным образом к способу 
изложения и по большей части принадлежат Дедекинду (ХУПТ), который 
ввел понятия поля и кольца **), а также (в связи со своими исследованиями 


» *) Если К не содержит всех корней из единицы, пусть Е — поле, полу- 
ченное присоединением к К всех таких корней. Поле Е Ὦ] N является абеле- 
вым расширением поля К, откуда (пользуясь теоремой о строении конечных 
абелевых групп) без труда выводится, что для разрешимости группы поля № 
над К необходимо и достаточно, чтобы была разрешима группа поля E (N) 
над E. Учитывая, что корни из единицы выражаются «в радикалах», мы ви- 
дим, что критерий Галуа не зависит от каких бы то ни было предположений 
о числовом поле К (и, более общо, остается справедливым для всякого поля 
характеристики нуль). В действительности Галуа не накладывает на К ника- 
ких упрощающих ограничений, а проводит индукцию по порядку радикалов, 
последовательно присоединяемых к полю К ((XV), стр. 43). 

**) Слово «поле» («Когрег».— Прим. перев.) принадлежит самому Деде- 
кинду; слово «кольцо» было введено Гильбертом (Дедекинд называл кольца 


«порядками»). 
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по гиперкомплексным системам) систематически развил линейный аспект 
теории расширений ((X VIII), τ. 3, стр. 33 и далее). Ему также принадлежит 
мысль рассматривать группу Галуа как состоящую уже из автоморфизмов 
соответствующего расширения, а не только как группу перестановок корней 
уравнения. Он доказывает (для числовых полей) фундаментальную теорему 
о линейной независимости автоморфизмов ((X VIII), т. 3, стр. 29) и устанавли- 
вает существование нормального базиса у всякого расширения Галуа ((XVIII), 
т. 2, стр. 433). Наконец, он приступает к задаче описания алгебраических 
расширений бесконечной степени, констатирует, что теория Галуа в ее обыч- 
ном виде здесь неприменима (ибо не всякая подгруппа группы Галуа совпа- 
дает с группой расширения относительно какого-нибудь подрасширения) 
и дерзким взлетом интуиции уже предугадывает необходимость рассматри- 
вать группу Галуа как топологическую группу *) — идея, которая дости- 
гнет зрелости лишь в 1928 году, когда Крулль разовьет теорию расширений 
Галуа бесконечной степени (X XIV). 

Параллельно с этим развитием уточняется понятие элемента, трансцен- 
дентного над полем. Существование трансцендентных чисел впервые уста- 
навливает Лиувилль в 1844 году с помощью. явной конструкции, основанной: 
на теории диофантовых приближекий (XVIII). B 1874 году Кантор предлагает 
новое, «неконструктивное» доказательство, использующее простые соображе- 
ния о мощности множеств (cp. $ 3, упражнение 1). Наконец, в 1873 году Эрмит 
доказывает трансцендентность числа е, ав 1882 году Линдеманн аналогич- 
ным методом устанавливает трансцендентность д; положив конец старинной 
задаче о квадратуре круга **). | 

Что касается роли трансцендентных чисел в алгебраических выкладках, 
Кронекер в 1882 году замечает, что если число 2 трансцендентно над полем К, 
то поле К (x) изоморфно полю рациональных дробей К (X) ((XIXa), стр. 7). 
Впрочем, присоединение переменных к полю становится краеугольным кам- 
нем его изложения теории алгебраических чисел (XIXa). С другой стороны, 
Дедекинд и Вебер в том же году ((X VIII), tr. 1, стр. 238) показывают, как 
арифметические методы могут служить для обоснования теории алгебраи- 
ческих кривых. Так в разных направлениях проявляются аналогии между 
Арифметикой и Алгебраической геометрией, которым суждено оказаться 
исключительно плодотворными для развития обеих наук. 

Во всех этих исследованиях изучаемые поля состоят из «конкретных» 
элементов в смысле классической математики — чисел (комплексных) или 
функций от комплексных переменных ***). Но уже Кронекерв 1882 году вполне 


*) «Совокупность этих перестановок ‘образует в некотором смысле 

непрерывное многообразие — вопрос, который мы не будем углублять далее». 

**) Простые доказательства этих теорем можно найти, например, 

в книге: D. Hilbert, Gesammelte Abhandlungen, Berlin (Springer), 
1932. у. 128% 

***) Ни Кронекер, ни Дедекинд и Вебер, как и их предшественники, на 

самом деле не определяют понятия «алгебраической функции» одной или 


234 ИСТОРИЧЕСКИЙ ОЧЕРК К ГЛАВАМ IV n V 


отдает себе отчет в том, что (как неясно предчувствовали Гаусс и Галуа) в его 
теории «переменные» (indeterminées) играют всего лишь роль базисных эле- 
ментов некоторой алгебры, а не переменных (variables) в смысле Анализа 
((XIXa), стр. 93—95). В 1887 году он развивает эту идею в связи с обширной 
_ программой, направленной не более и не менее как на преобразование всей 

_ математики в целом с отбрасыванием всего, что нельзя свести к алгебраичес- 
ким операциям над целыми числами (ср. Исторические замечания к Книге I, 
гл. IV). Именно по этому поводу, следуя идее Коши (XVI), который опреде- 
лил поле С комплексных чисел как поле вычетов À [Х]/(Х? + 1), Кронекер 
показывает, что теория алгебраических чисел совершенно не зависит от 
«основной теоремы алгебры» и даже от теории вещественных чисел, ибо всякое 
поле алгебраических чисел (конечной степени) изоморфно полю вычетов 
Ὁ [X]/(f) (f — неприводимый над О многочлен) (ΧΙΧΟ). Как замечает Вебер 
{ХХ) через несколько лет, развивая первый набросок аксиоматической теории 
полей, этот метод Кронекера в действительности применим к любому основ- 
ному полю К. Вебер указывает, в частности, что в качестве К можно взять 
поле Z/(p) (р — простое число), вводя тем самым в теорию полей исчисление 
сравнений «по модулю р». Последнее зародилось во второй половине XVIII 
века в работах Эйлера, Лагранжа, Лежандра и Гаусса, и его аналогия с тео- 
рией алгебраических уравнений неоднократно отмечалась. Развивая эту ана- 
логию, Галуа (в своих исследованиях по теории групп), не колеблясь, ввел 
«идеальные корни» сравнения, неприводимого по модулю р*), и указал 
их важнейшие свойства ((ХУ), стр. 15—23) **). Впрочем, применение метода 
Кронекера к полю Z/(p) приводит (с точностью до терминологии) к представ- 


нескольких комплексных переменных. В действительности правильно опре- 
делить «алгебраическую функцию» одной комплексной переменной (в ана- 
литическом смысле) можно, лишь определив предварительно соответствую- 
щую риманову поверхность, тогда как именно введение римановой поверх- 
ности (чисто алгебраическими средствами) и было целью Дедекинда и Вебера. 
Этот мнимый порочный круг, разумеется, исчезает, коль скоро поле «алгеб- 
раических функций» определяется как абстрактное алгебраическое расши- 
рение поля рациональных функций. В действительности, только этим опре- 
делением и пользуются Дедекинд и Вебер, что вполне узаконивает их 
результаты. 

*) В рукописи, предположительно датируемой 1799 годом, но опублико- 
ванной лишь посмертно, Гаусс уже изложил идею введения таких «мни- 
мостей» и получил значительную часть результатов Галуа ((Χ|11), τ. II, 
«ΤΡ. 212—240, в особенности стр. 217). 

**) Галуа отчетливо сознает формальный характер алгебраических вычис- 
лений, не колеблясь, например, брать производную от левой части сравнения, 
чтобы доказать, что последнее не имеет кратных «мнимых» корней ((ХУ), 
_ стр. 18). Он подчеркивает, в частности, что теорема о примитивном элементе 
справедлива для конечных полей так же, как и для числовых ((XV), 
стр. 17, примечание 2), впрочем, не доказывая этого. 
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лению теории «мнимостей Галуа», уже данному Серре и Дедекиндом ((X VIII), 
7. 2: Grp, 45; 

Ko всем этим примерам «абстрактных полей» в самом конце века приба- 
вились поля нового и совершенно иного типа — поля формальных сте- 
пенных рядов, введенные Веронезе (XXI) и особенно р-адические поля Ген-. 
зеля (XXII). Именно это последнее открытие привело Штейница (по его 
собственному свидетельству) к выделению абстрактных понятий, общих всем 
этим теориям, в фундаментальном труде (ХХ ПТ), который можно рассматри- 
вать как зарождение современной концепции Алгебры. Систематически разви- 
вая следствия из аксиом коммутативного поля, Штейниц вводит понятия крат- 
ного поля, сепарабельных (алгебраических) элементов, совершенного поля, 
определяет степень трансцендентности расширения и, наконец, доказывает 
существование алгебраически замкнутых расширений любого поля. 
` B самое последнее время теория Штейница была дополнена в нескольких 
важных отношениях. С одной стороны, работы Артина с очевидностью вы- 
явили линейный характер теории Галуа (ХХУ). С другой стороны, общее 
понятие дифференцирования (скопированное с формальных свойств класси- 
ческого дифференциального исчисления), предвосхищенное Дедекиндом 
((X VIII), τ. 2, стр. 412) и введенное Штейницем в частном случае поля ра- 
циональных дробей ((X XIII), стр. 209—212), было с успехом использовано 
в (важном для современной Алгебраической геометрии) изучении трансцен- 
дентных расширений, в частности в обобщении на эти последние понятия 
сепарабельности (X XVI). 


(I) 


(II) 


(II bis) 


(III) 
(IV) 
(V) 


(VI) 
(УП) 


(VIII) 


(IX) 


(X) 


(XD) 


(XII) 


(XIII) 
(XIV) 
(XV) 


БИБЛИОГРАФИЯ 


О. Neugebauer, Vorlesungen über Geschichte der antiken 
Mathematik, τ. I: Vorgriechische Mathematik, Berlin (Springer), 
1934. [Русск. перевод: О. Нейгебауэр, Лекции по истории 
античных математических наук, т. I: Догреческая математика, 
ОНТИ, M.— Л., 1937.] 

Euclidis Elementa, 5 тт., изд. J. L. Heiberg, Lipsiae (Teubner), 
1883— 1888. 

T. L. Heath, The thirteen books of Euclid’s Elements.., 3 ττ., 
Cambridge, 1908. 

H. Cardano, Opera, Lyon, 1663. 

В. Bombelli, L’Algebra, Bologne (G. Rossi), 1572. 
Francisci Vietae, Opera mathematica..., Lugduni Bata- 
vorum (Elzevir), 1646. 

A. Girard, Invention nouvelle en Algebre, Amsterdam, 1629. 
R. Descartes, Geometria, trad. latine de Fr. van Schooten, 
2-е изд., 2 ττ., Amsterdam (Elzevir), 1659—1661. 

G. W. Leibniz, Mathematische Schriften, изд. С. I. Gerhardt, 
7 ττ., Berlin — Halle (Asher — Schmidt), 1849—1863. 

Der Briefwechsel von Gottfried Wilhelm Leibniz mit Mathemati- 
kern, herausg. von C. I. Gerhardt, τ. I, Berlin (Mayer und Müller), 
1899. 

L. Euler, Opera Omnia (1), r. VI, Berlin — Leipzig (Teubner), 
1921: a) De Formis Radicum Aequationum..., crp. 1—19; 6) De 
Resolutione Aequationum cujusvis gradus, crp. 170—196. 

J.-L. Lagrange, Œuvres, τ. III, Paris (Gauthier-Villars) 1869: 


_а) Reflexiones sur la résolution algébrique des équations, р. 205— 


421; 6) Sur la forme des racines imaginaires des equations, crp. 479. 
A. Vandermonde, Mémoire sur la résolution des équations, 
Hist. de l’Acad. royale des sciences, année 1771, Paris (1774), 
стр. 365—416. 

С. Е. Gauss, Werke, I—X, Göttingen, 1863—1923. 

М. Н. A bel, Œuvres, 2 тт., изд. Sylow et Lie, Christiania, 1881. 


ieee alois, Œuvres mathématiques, Paris (Gauthier-Villars), 


(XVI) 


(XVII) 


(XVIII) 


(XIX) 


(XX) 
(XXI) 
(XXI) 
(X XIII) 
(XXIV) 


(XXV) 
(XXVI) 


БИБЛИОГРАФИЯ 237 


A.-L. Gauchy, Œuvres completes (1), τ. X, Paris (Gauthier- 
Villars), 1897, crp. 312 x 351. 

J. Liouville, Sur des classes très étendues de quantités dont 
la valeur n’est ni algébrique, ni même réductible à des irrationelles 
algébriques, Journ. de Math. (1), τ. XVI (1851), crp. 133. 
R.Dedekind, Gesammelte mathematische Werke, 3 тт., Braun- 
schweig (Vieweg), 1932. 

L. Kronecker: a) Grundzüge einer arithmetischen Theorie 
der algebraischen Grössen, J. de Crelle, τ. XCII (1882), crp. 1—122 
(-Werke, τ. II, Leipzig (Teubner), 1897, crp. 245—387); 6) Ein 
Fundamentalsatz der allgemeinen Arithmetik, J. de Crelle, τ. C 
(1887), crp. 490—510 (-Werke, τ. Il, Leipzig (Teubner), 1899, 
crp. 211—240). | 

H. Weber, Untersuchungen über die allgemeinen Grundlagen 
der Galois’schen Gleichungstheorie, Math. Ann., τ. XLIII (1893), 
стр. 521—544. 

С. Veronese, Fondamenti di geometria, Padova, 1891, 

K. Hensel, Theorie der algebraischen Zahlen, Leipzig — Berlin 
(Teubner), 1908. 

E. Steinitz, Algebraische Theorie der Körpern, J. de Crelle, 
T. CXXXVII (1910), crp. 167—309. 

W. Krull, Galoische Theorie der unendlichen algebraischen 
Erweiterungen, Math. Ann., τ. C (1928), crp. 687. 

A. Artin, Galois Theory..., Ann. Arbor, 1946. 

A. Weil, Foundations of algebraic geometry, Amer. Math. Soc. 
Coll. Public., τ. XXIX, New York, 1946. 


ГЛАВА VI 
УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ И ПОЛЯ 


$ 1. Упорядоченные группы. Делимость 


Понятия и результаты, изложенные в этом параграфе, касаются 
изучения отношения порядка в коммутативных моноидах (гл. I, 
$ 1, n° 3), важным примером которых являются абелевы группы. 
Кроме специально оговариваемых случаев, закон композиции 
в изучаемых группах будет записываться аддитивно, как, напри- 
мер, в применениях к теории интегрирования. С другой стороны, 
попутно мы изложим некоторые важные алгебраические прило- 
жения теории упорядоченных моноидов и групп и будем пере- 
водить по мере надобности часть результатов на используемый 
в этих приложениях мультипликативный язык. 


1. Определение упорядоченных моноидов и групп 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. Говорят, что на множестве М структура 
коммутативного моноида (в аддитивных обозначениях) и струк- 
тура порядка (обозначаемая знаком <) согласованы, если они 
удовлетворяют следующей аксиоме: 

(YM) Для любого 5Е М отношение х<у влечет x +2< 
<y + 2. Множество М, снабженное согласованными структурами 
коммутативного моноида и порядка, называется упорядоченным 
моноидом; если структура коммутативного моноида яляется 
структурой абелевой группы, то М называется упорядоченной 
_ группой. 

Аналогично можно определить понятие некоммутативного упоря- 
доченного моноида (упражнение 1). 
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Если структура порядка согласована со структурой моноида, 
то та же согласованность имеет место и для структуры противо- 
положного порядка. 


Примеры. 1) Аддитивные группы целых рациональных и всех 
рациональных чисел являются упорядоченными группами, если они 
снабжены структурами порядка, определенными в гл. I, 8 2, π΄5 
и $ 9, n°5. *То же справедливо и для аддитивной группы действитель- 
ных чисел (Общ. топол., гл. IV, 8 1, n°3). 

2) *Аддитивная группа конечных числовых функций, определен- 
ных на множестве FE, является упорядоченной группой со структурой 
порядка, определенной отношением «для любого x ЕЁ, } (x) < в (x), 
которое записывается «f < g). Это отношение означает, что график 
функции f лежит под графиком функции 5; в некоторых случаях чита- 
тель может найти эту графическую интерпретацию удобной.» 

Замечание. В главе, посвященной нормированиям, мы уви- 
дим, каким образом некоторые структуры упорядоченной группы, 
используемые в алгебре, допускают такую функциональную интер- 
претацию. 

Согласно общим определениям (Teop., мн. Рез., $ 8) взаимно 
однозначное отображение f упорядоченного моноида М на упо- 
рядоченный моноид М” называется изоморфизмом М на М’, если 
структура М’ получена переносом структуры М с помощью кано- 
нических продолжений отображения f. Равносильное требование: 
f — такое отображение M на М’, что f(x + y) = f(x) +f (y) 
(т. е. представление моноида M на моноид М’) и что соотноше- 
ния < уи] (αχ) <] (y) эквивалентны (отсюда следует, в частности, 


что из f(x) = f(y) вытекает 2 = y, т. e. ] взаимно однозначно). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 («сложение неравенств»). Мусть (x;) и (y;) 
(1<i<n) — Öse последовательности из п элементов, принад- 
лежащих упорядоченному моноиду М, такие, что для всякого 
L αχ <у;; тогда 


АРЬЕ En «ЕЕ. 


Если, сверх того, все элементы х:, у; регулярны (гл. I, $ 2, опреде- 
ление 4) (в частности, если М — группа) и если существует такое i, 
что т; < у MO By +... ЗА. ти. 

Случай произвольного п получается индукцией из случая 
п = 2; в индуктивном доказательстве второго утверждения исполь- 
зуется тот факт, что сумма регулярных элементов является регу- 
лярным элементом (гл. I, $ 2, n° 2, предложение 2). Первое 
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утверждение является следствием соотношений 2) + %2< 2, + Yo 
и д, + Y2<Y1 + Ya, вытекающих из предположений теоремы 
и определения (УМ). Если даже x, m =yı + Yo, то 2ι +9 = 
= 2: + Y2 = У: + Y2, откуда при регулярных % U Yo 22 = Y2 
и 2ι = Yı, ЧТО доказывает второе утверждение. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. В упорядоченной группе С неравенства 
д<уит +2<y + 2 эквивалентны. 

В самом деле, от одного к другому можно перейти прибавлением 
к обеим частям 2 или (—2). 

Этот факт означает, что в упорядоченной группе структура 
порядка инвариантна относительно сдвигов. Другими словами, 
в упорядоченной группе сдвиг является автоморфизмом струк- 
туры порядка. 

Следствие. Б упорядоченной группе G отношения x <y, 0< 
<Y— хх, х — у<0и —у< —х эквивалентны. 

Действительно, достаточно применить предложение 2, беря 
последовательно 2 = --ᾱ, 2 = -уиз= — (x+y). 

Из этого следствия вытекает, в частности, что если G — упоря- 
доченная группа, то отображение x -» —х группы G на себя пре- 
образует структуру порядка в структуру противоположного 
порядка. 


2. Предупорядоченные моноиды и группы 


Если отношение х < между элементами множества Ё рефлек- 
сивно и транзитивно, но оно называется отношением предпорядка 
на А (Teop. мн., π. Ill). Отношение «x < уиу < 2) является 
отношением эквивалентности 5 в E (Teop. мн., Рез., $ 6, n° 1), 
согласованным C отношением 2 -6 у. Отношение < определяет 
на фактормножестве Ё/5 отношение порядка, называемое ассо- 
циированным с <. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Говорят, что на множестве М отношение 
предпорядка (обозначаемое <) и структура коммутативного 
моноида согласованы, если они удовлетворяют следующей аксиоме: 

(ПУМ) Для любого z EM, x < y влечет x + z < у +2. Mno- 
жество М, снабженное структурой коммутативного моноида 
и согласованным с ней отношением предпорядка, называется 
предупорядоченным моноидом. 
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Пусть М — предупорядоченный моноид и S — отношение 
эквивалентности «2-61 и y La». В силу свойства (ΠΜ) 
отношение x = x’ (mod 5) влечет для каждого y Le отношения 
х {ух фуиз' + уж ут. е. х-у=г у (mod). 
Другими словами, отношение эквивалентности S согласовано 
со сложением в М (гл. I, $4, n° 3, определение 4). Тогда M/S 
с индуцированным законом сложения и структурой порядка, 
ассоциированной с =, становится упорядоченным моноидом. 
В случае, когда М — предупорядоченная группа, M/S является 
факторгруппой M по подгруппе М’, элементы 2 которой удовлет- 
воряют соотношениям ZZ 0 и 0 < x. 


3. Положительные элементы 


Пусть G — предупорядоченная группа с отношением предпо- 
parka <; из отношений 0 < xu 0 < у вытекают отношения у < 
<x Ту (с помощью свойства (ПУМ) и 0 < x + у (по транзи- 
тивности); это означает, что множество Р тех элементов ХЕ С, 
для которых 0 < X, замкнуто относительно сложения; кроме 
того, отношение х < у эквивалентно 0 X у — х, τ. е. TOMY, что 
yu a © P: 

Обратно: 

ПрЕдложЕНИЕ 8. Лусть P — часть абелевой группы С, δοθέν. 
жащая 0 u такая, umo P + PC Р; тогда отношение y — ЕР 
есть отношение предпорядка, согласованное со структурой epyn- 
пы G. Для того чтобы это отношение определяло на G структуру 
упорядоченной группы, необходимо и достаточно, чтобы Р Ὶ 
Г] (—P) = {0}; для того чтобы группа G пра этой структуре 
была совершенно упорядоченной группой, необходимо и достаточно, 
чтобы, кроме того, P|) (—P) = (С. 

Непосредственно убеждаемся, что отношение у — x ЕР ped- 
лексивно и транзитивно и (если записать его как 2 -6 Y) удовлет- 
воряет аксиоме (ПУМ). Чтобы доказать второе утверждение, 
достаточно заметить, что множество P [) (—Р) является такой 
подгруппой С’, что для всех eG’ 2-60 и 0 < x. Наконец, 
совершенная упорядоченность группы @ означает, что для любых 
элементов X, УЕ G один из элементов х — у, у — 2 принадлежит 
Р, чем доказательство заканчивается. 

16 H. Бурбаки 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ 3. Б упорядоченной группе ‘положительным 
(соответственно отрицательным) элементом называют всякий 
элемент x, такой что 9<х (соответственно x < 0). 


Отметим, что нуль — единственный одновременно положительный 
и отрицательный элемент; всякий элемент 2, для которого 0 < x 
(соответственно z « 0), называется строго положительным (соответ- 


ственно строго отрицательным). 

Пример. Пусть в аддитивной группе Z X Z Р — множество 
элементов (x, y), удовлетворяющих двум неравенствам ах + by > 0, 
ст + dy > 0, где a, b, сиа — некоторые фиксированные целые числа 
(*или действительные числа,.) такие, что ad — 6с==0; «конус» P удо- 
влетворяет двум первым условиям предложения 3. Таким образом, 
на Z X Z определяются различные структуры порядка, согласован- 
ные со структурой группы. При любой из этих структур группа 
не является совершенно упорядоченной. 

Замечание. Используя условие P + РСР, из отношения 
x > 0 можно вывести отношение nz > 0 WIA каждого целого натураль- 
ного п в упорядоченной группе G. Если к тому же положительный 


элемент 2 группы С имеет конечный порядок п, то и элемент — 2 = 
= (п — 1) x положителен, так как P () (— Р) = {0}, το x = 0. В част- 
ности, если все элементы группы С имеют конечный порядок, то 
P = {0}; отношение х< у тогда эквивалентно 2 = у (дискретная 
структура порядка). | 


4. Фильтрующиеся группы 


Говорят, что упорядоченное множество G фильтруется вправо 
(соответственно влево) (Teop. ΜΗ., Рез., ἃ 6), если для каждой пары 
элементов (X, У) множества С существует такой элемент 2 Е С, 
что C<ZU Y<Z (соответственно 2<5, z<y). Каждая упоря- 
доченная группа, фильтрующаяся вправо, фильтруется также 
влево и обратно: в самом деле, так как существует элемент Z Е С, 
для которого — x <Z U —у<2, имеем —2<х и —2<у (след- 
ствие предложения 2). Поэтому мы будем говорить просто фильт- 
рующаяся группа. 

ПрЕДлОЖЕНИЕ 4. Дия того чтобы упорядоченная группа G 
была фильтрующейся, необходимо и достаточно, чтобы она 
порождалась своими положительными элементами, другими 
словами, чтобы всякий элемент из G был разностью двух положи- 


тельных элементов. 
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В самом деле, если группа @ фильтруется, то для каждого 
x€G существует такой положительный элемент 2, что TK Z, 
и 2 есть разность положительных элементов Z и Z— x. Если, 
обратно, х =и — VU y — W— В где u, v, W, 1 положительны, 
то элемент и + w больше 2 Ἡ у. 

ПрРЕдложЕНИЕ 5. Шусть (x;) — конечное семейство элементов 
фильтрующейся группы @; тогда существует такой элемент 2, 
umo x; + 2 положительны для всех À. 

Пусть x; = и; — 9;, где и; и Vj; положительны; достаточно 
взять в качестве 2 сумму всех 2j. 


5. OMHOMCHUA делимости в поле 


Мы собираемся определить здесь некоторые упорядоченные 
группы, играющие важную роль в Алгебре. В этих группах обычно 
используются мультипликативные обозначения; для того чтобы 
применить к ним полученные ранее результаты, необходимо, 
следовательно, перевести все с аддитивного языка на мультиплика- 
тивный, что не составит никакой трудности для читателя. Всюду 
ниже А обозначает область целостности с единицей, записывае- 
мой 1 (т. е. ненулевое коммутативное кольцо с единицей и без 
делителей нуля; см. гл. I, $8, n° 3); через К обозначается поле 
отношений кольца А (гл. I, $ 9, n° 4). 

В мультипликативной группе А* всех ненулевых элементов 
поля К множество Р =. А* ненулевых элементов кольца А замкну- 
то относительно умножения, поскольку А не имеет делителей 
нуля. Поэтому множество А* определяет на K* отношение пред- 
порядка «1 y € P, τ. ο. «существует элемент ΖΕ А*, для которого 
y = 22}, превращающее А* в предупорядоченную группу (кото- 
рая записывается мультипликативно) (предложение 3). Распро- 
страняя на случай, когда x, y € К*, терминологию, относящуюся 
к элементам кольца А (гл. I, $8, n° 3), отношение x! y € Р можно 
прочесть также так: 2 делит у, или 2 есть делитель у, или у кратно 
x (относительно кольца A); мы будем говорить, что отношение 
x! y Ε P есть отношение делимости в К* относительно кольца А. 
Отношение «X делит у» мы записываем х|у, а его отрицание как 
219. Элементы из А* и только они являются кратными еди- 
ницы; они называются иногда целыми элементами в К. 

165 
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Замечания. 1) Отношение делимости в К* существенно 
зависит от выбора кольца А. Если А = К, то получаем «тривиальное» 
отношение, где х|у для каждой пары (X, у) элементов из К. Пусть 
р (соответственно 4) — простое число; рациональные числа 7/65, зна- 
менатель которых делится на р (соответственно 4), образуют под- 
кольцо Zn (соответственно Ζῃ) кольца 0; отношения делимости в ΟΞ, 
соответствующие этим двум кольцам, различны, если pq; число p/q. 

‘’кратно 1 для одного кольца, HO не для другого. 

2) Мы распространяем иногда определение отношения 2 | y на пару 
элементов из К (а не только из К*); понимая его как синоним утверж- 
дения «существует такой элемент 2 € A, что у = 22»; следовательно, 
2 | 0 для каждого x Е К. Это позволяет сформулировать без ограниче- 
ний следующий результат: если x | y m x | z, то x | (y — 2); если x | y 
u xz1z, To x 1 (y — z). Расширим таким же образом соответствующую 
терминологию; в частности, будем говорить, что элемент 0 — 
целый в К. 


Чтобы вывести из отношения делимости отношение порядка 
(n° 2), нужно перейти к факторгруппе группы А* по подгруппе U 
элементов x € А* таких, что x |1 m 1| x. Эти элементы являются 
в A* делителями 1, т.е. они обратимы в À; их называют часто 
для краткости единицами кольца А. Факторгруппа А*/( будет 
тогда упорядоченной группой. Два элемента x и y из А, при- 
надлежащие одному классу по модулю U, называются ассоцииро- 
ванными; это означает, что х | y 1 y | 2. Если, напротив, x делит у, 
HO y не делит 2, то говорят, что 2 строго делит у, или что X есть 
строгий делитель у, или у строго кратен т. 

Отметим, что Ä*/U является фильтрующейся группой, по- 
скольку А — поле отношений для А (предложение 4). 

Утверждение, что два элемента хи у поля А ассоциированы, 
в силу транзитивности отношения делимости, означает, что 2 
и у имеют одно и то же множество кратных в К. В соответствии 
с общими определениями (гл. I, $ 1, n°1) для каждого x € K 
символом Ax обозначается множество элементов вида ZX, где 
2 € A; множество Ах является подмодулем кольца А, рассматри- 
ваемого как А-модуль. Расширяя терминологию, относящуюся. 
к случаю, когда 2Ε À, мы будем называть Ах главным posts 
идеалом поля К относительно кольца А. 


Отметим, что если ΑΞΕΚ, то главный дробный идеал = (0) 
не является идеалом в поле К, рассматриваемом как кольцо. 
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Главный дробный идеал Ах обозначается также через (x). 
Для противопоставления идеалы кольца A будут называться 
целыми. Мы пишем x = 0 (mod у), если x € Ay, и x = x’ (mod y), 
если х— х’ЕАу; если x = 2’ (mod y), то zx = zx’ (mod zy), 
каков бы ни был элемент Z € À. 


Отметим, что из сравнения x = x’ (mod у) не следует сравнение 
zx = zx’ (mod у), по крайней мере если 2 не целый. Так, в поле О 
относительно 2 имеем 4 = 2 (mod 2), но не 2 = 1 (mod 2). 


Отношение x | у, очевидно, эквивалентно включению (x) — (y). 
Отображение x > (x) группы А* на множество &* ненулевых 
главных дробных идеалов поля А определяет, следовательно, 
взаимно однозначное отображение факторгруппы X*/ÙU πα 9. 
Перенося Ha J** посредством этого отображения структуру груп- 
пы A*/U, приходим к определению произведения главных дроб- 
ных идеалов (x) и (y). Этим произведением является идеал (xy), 
зависящий только от (x) и (y). Наделенное таким законом компо- 
зиции и отношением порядка (2) =D (y) множество J* становится 
упорядоченной группой, изоморфной A*/U, которую удобно 
отождествить с А*/( посредством вышеупомянутого отобра- 
жения. 

Отметим, что отношение «X делит у», которое в случае целых поло- 
жительных чисел влечет неравенство < у, соответствует включению 
(x) > (и), то есть идеал (x) «больше» идеала (y). Чтобы это «обращение 
порядка» запомнилось, укажем, например, что 7 имеет «больше» 
кратных, чем 91. 

Отношение х|у, распространенное на все элементы поля К, 
также эквивалентно включению (x) — (у) в множестве 9 всех главных 
дробных идеалов поля К (в котором (0) — наименьший элемент отно- 
сительно включения). 


Мы вернемся теперь к аддитивной терминологии как в пред- 
шествующих пунктах. Однако после введения аддитивной терми- 
нологии в абзацах, отмеченных знаком (ДЕЛ), будут введены 
соответствующие термины, связанные с делимостью. (В этих. 
абзацах мы сохраняем обозначения этого пункта.) 

Для облегчения работы читателя на язык Делимости будут 
переведены также некоторые важные результаты. Перевод пред- 
ложения 7, например, будет обозначаться так: «Предложение 7 
(ДЕЛ»». 
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6. Элементарные onepauuu над упорядоченными 
группами 


_ Пусть H — подгруппа упорядоченной группы G; ясно, что 
структура порядка, индуцированная Ha H структурой порядка 
группы G, согласована с групповой структурой на H. Всегда 
будет предполагаться, что подгруппа À снабжена этой структурой 
порядка, за исключением тех случаев, когда будет оговорено 
противное. Если Р — множество положительных элементов 


группы G, то множеством положительных элементов подгруппы A 


служит À [|] P. 
Пусть (G,) — семейство упорядоченных групп; согласно опре- 


делению произведения упорядоченных множеств (Теор. мн., 


гл. ПГ) произведение групп @ = HG снабжено структурой 


порядка, в которой отношение «(Ζα) < т. между двумя элемен- 
тами из G по определению есть синоним выражения «хо < Yq 
для любого а». Непосредственно видно, что эта структура порядка 
согласована с групповой структурой в @. Наделенная этой струк- 
турой группа G становится упорядоченной группой, которая назы- 
вается произведением упорядоченных групп G,. Положительные 
элементы в С — это те элементы, все компоненты которых ноло- 
жительны. В случае, когда все множители С. совпадают с одной 
и той же упорядоченной группой A, G является группой HI 
отображений множества индексов / в Н, причем отношение 
«f< 5» между двумя отображениями множества / в Н означает, 
что «f (a) < g (a) для любого a Е J»; положительные отображения — 
это те, которые принимают только положительные значения. 
Прямую сумму семейства (σα) упорядоченных групп определим 
как подгруппу их произведения (гл. Il, $ 1, n°7). 

Пусть (G,),er — семейство упорядоченных групп, в котором 
множество индексов / вполне упорядочено отношением порядка < ; 
напомним (Теор. мн., гл. III), что на множестве произведения 


G = Па, оно определяет отношение порядка, называемое «лек- 
L 


сикографическим», при котором отношение «(X,) < (у,) » между 
двумя элементами из С по определению является синонимом 
выражения «если В — наименьший из таких индексов L, что 
χι Æ γι, το Te < у». Напомним, что произведение вполне упоря- 
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доченного семейства совершенно упорядоченных множеств само 
совершенно упорядочено посредством  лексикографического 
порядка. В общем случае отношение лексикографического поряд- 
ка на С согласовано со структурой группы (это проверяется 
непосредственно); наделенная этой структурой группа С является 
упорядоченной группой, которая называется лексикографическим 
произведением вполне упорядоченного семейства упорядоченных 
групи (G,). 
Замечания. 1) В случае, встречающемся наиболее часто, 
вполне упорядоченным множеством индексов служит конечный интер- 
вал [1, n| множества N. 
2) Множество положительных элементов лексикографического 


произведения С состоит из 0 и элементов, у которых ненулевая KOM- 
понента с наименьшим индексом положительна. 


7. Возрасталощие представления 
упорядоченных групт 


Пусть а и С’ — две упорядоченные группы; среди предста- 
влений / структуры аддитивной группы G в структуру аддитив- 
ной группы С’ можно рассматривать возрастающие отображения, 
то есть такие, для которых из X<y следует, что } (x) < f (y). 
В силу соотношения f (y — x) = f (y) — f(x) возрастающие 
представления группы G в группу С’ характеризуются тем, что 
при таком представлении образ положительного элемента из G 
является положительным элементом в С’. Пусть Р (соответствен- 
но P’) — множество положительных элементов в G (соответствен- 
но в С’); условие возрастания записывается так: 


не, 


Ясно, что каноническое отображение любой подгруппы группы G 
в упорядоченную группу С’ и проекция произведения упорядо- 
ченных групп на его множители являются возрастающими пред- 
ставлениями. Е- 

Изоморфизм (n° 1) } упорядоченной группы G на упорядочен- 
ную группу С’ — это взаимно однозначное представление группы 
С на С’ такое, что f x представление, обратное к нему, являются 
возрастающими. Это записывается так: 


19 


248 УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ И ПОЛЯ гл. ут, 84 


Может случиться, что изоморфизм групповой структуры группы @_ 
на групповую структуру группы σ΄ является возрастающим, в то время 
как обратный изоморфизм не является таковым. Так будет, например, 
если а = G’, | — тождественное отображение группы С на себя и если 
РСР’, πο Р-ЕР’. В частности, BZ в качестве P’ можно взять множе- 
ство (обычных) целых положительных чисел, а в качестве Р — множе- 
ство четных положительных чисел. 

(ДЕЛ) Пусть К — поле Fo (X) рациональных дробей над полем Fo 
из двух элементов. Отношения делимости относительно колец 
Ро [X] = А’и Fo [Х?, ХЗ] = А определяют на К* две различные 
структуры упорядоченной группы такие, что А С А’ (это структуры 
упорядоченной группы, поскольку 1 является единственной единицей 
как в А, так ив Α΄). 


8. Верхняя и нижняя грани 
в упорядоченной группе 


Напомним (Теор. мн., Рез., $ 6, n°7), что если множество 
мажорант части А упорядоченного множества Ё (иными словами, 
множество таких элементов 2 Е Ё, что x << Z для всех x € À) допу- 
скает наименьший элемент а, то этот элемент (являющийся тогда 
единственным) называется верхней гранью части А. Если А — мно- 
жество элементов некоторого семейства (X,)ıcer элементов из Ё, 
его верхняя грань, если она существует, обозначается символом 


sup x, (или sup х,, или просто sup 4%). Если речь идет о конечном 
Е 1 
семействе (x) (1<i<n), эта грань обозначается также симво- 


ΟΜ SUP (X; nung τ Нижняя грань определяется аналогичным 
образом и обозначается inf. Операции зар и inf ассоциативны 
и коммутативны. 

Напомним (Теор. ΜΗ., гл. ПТ), что если F — часть упорядочен- 
ного множества E, а (x,) — семейство элементов из F, то из существо- 
вания верхней грани sup(z,) в E (которую можно обозначать через 
supp (2,)) не следует существование верхней грани семейства x, в Р 
(которую, если она существует, можно обозначить через supp (αι). 
Если каждая из них существует, то supp (αι) < supp(z,); однако 
если зирк (X) существует и принадлежит F, то верхняя грань 
supp (z,) существует и равна заре (x,). Например, в кольце многочле- 


нов А = К [Х, Y] над полем К главные идеалы AX и AY относи- 
тельно включения имеют верхней гранью идеал АХ + АУ во множе- 
стве всех идеалов и кольцо А во множестве главных идеалов кольца À - 
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(ДЕЛ) Элемент 4 группы А* называется наибольшим общим 
Оелителем или, короче, н. 0. д. семейства (αι) элементов из А*, 
если главный дробный идеал (4) является в 8; верхней гранью 
(относительно включения) семейства идеалов ((%,)) или, иначе 
говоря, если для элемента 26 К* отношение 2 |4 эквивалентно 
тому, что «Z| a, для каждого 1». Аналогично, элемент mE K* 
называется наименьшим общим кратным, или H. о. к. семейства 
(χι), если предел (т) является нижней гранью семейства идеалов 
((x)) в &*, то есть если соотношение m | 2 эквивалентно TOMY, 
что «z, | 2 для каждого 6. Η. о. д. ин. о. K., если они существуют, 
определены по модулю подгруппы (7 единиц А*, то есть всякие 
два н. о. д. (или два н. о. к.) данного семейства ассоциированы; 
для краткости часто обозначают через н. о. д. (αι) и н. о. к. (αι) 
любой н. о. д. из H. O. I. или н. о. к. семейства (х,), если такие: 
элементы существуют. 


(ДЕЛ) Иногда понятие н. 0. д. распространяют и на семейства. 
(z,) таких элементов из К, некоторые из которых могут быть равны. 


нулю; в этом случае н. о. д. определяется как такой элемент 4 из К, 
что 2 | d эквивалентно выражению 42 | x, для любого в. 


Очевидно, d = 0, если каждый из X, равен нулю; в остальных- 
случаях À совпадает с н. о. д. ненулевых элементов данного семей- 
ства. Аналогично, н. O. к. семейства, некоторые элементы KOTO- 
рого равны нулю, есть нуль. 

В упорядоченной группе С из инвариантности порядка OTHO- 
сительно сдвигов (предложение 2) немедленно следует равенство: 


sup (2 +a) = 2- sup (2) : (4) 


в том смысле, что каждый раз, когда одна из частей этого равен- 
ства существует, то другая также существует и равна первой. 
Точно так же, поскольку отображение x -» —х преобразует 
порядок группы С в противоположный (согласно предложению 2), 
получаем | 


inf (—x,) = —sup (αι) (2) 


— соотношение, имеющее TOT же смысл, что и предыдущее. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Лусть (%q)aca, (Ув)вев — ва семейства. 

элементов упорядоченной группы G, каждое из которых обладает. 

верхней гранью. Тогда семейство (ть + Ув) (α,βγεΑχΒ Также имеет 
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верхнюю грань, и 


SUP — (Lo, + Ув) = SUP La + зар ув. 
(a, BBEAXB аЕА ВЕВ 


Действительно, из неравенств &u + ув< 2 для любого а и любого 
8 следует, что sup (Ta) + ув< 2 для любого В ‚ а отсюда SUP (ta) + 
=: sup (y Ув) KE 


О 


9. Решеточно-упорядоченные группы 


Напомним, что упорядоченное множество, в котором каждая 
конечная непустая часть обладает верхней и нижней гранями, 
называ-тся решеткой (Teop. мн., Рез., $6, n° 8). Ясно, что τιρο- 
изведевие решеточно-упорядоченных групп, в частности, произве- 
„дение совершенно упорядоченных групп, является решеточно-упо- 
рядоченной группой. В противоположность этому подгруппа реше- 
точно-упорядоченной группы не обязана быть решеточно-упоря- 
„доченной группой. 

Так, в упорядоченной группе Z Х Z «вторая биссектриса» (мно- 
жество пар (п, п’) таких, что п + п’ = 0) упорядочена дискретно 
и, следовательно, не является решеточно-упорядоченнои группои. 

Аддитивная группа многочленов от одной действилельной пере- 
менной (упражнение 2, π 1) является фильтрующейся группой 
(поскольку p(x) и g(x) мажорируются многочленом (р (x))? + 
+ (4 (x))? + 1), которая, можно показать, не является решеточно- 
упорядоченной группой. 

В оставшейся части этого параграфа упорядоченные моноиды 

группы, если не оговорено противное, будут предполагаться 

‘ещшеточно-упорядоченными. Ἢ 


Читатель заметит, что предложения 7, 10 и 11 справедливы 
в любой упорядоченной группе в том смысле, что если одна из верхних 
или нижних граней, фигурирующих в формулировке этих предложе- 
ний, существуют, то существует и другая, и высказанные соотношения 
имеют место. 
ПрЕдложеНИЕ 7. Лусть x и y — элементы решеточно-упоря- 
"Эоченной группы G; тогда x + у = inf (x, y) +sup (x, y). 
Действительно, согласно соотношениям (1) и (2), (n° 8), 


зир (а—х, a—y)=a-+sup(—z, —y)=a—inf(z, y); 


‚достаточно взять A = X y. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ 7 (ДЕЛ). Если S*— решеточно-упорядоченная 
группа, то для любой пары элементов а и b из К произведение 
наибольшего общего делителя и наименьшего общего кратного 
элементов а и 6 ассоциировано с ux произведением αὖ. 

ПрРЕдложЕНИЕ 8. Иусть Р— множество положительных эле- 
ментов упорядоченной группы G. Для того чтобы G была 
решеточно-упорядочена, необходимо и достаточно, чтобы G= 
—=Р—Р и, кроме того, чтобы множество P, наделенное инду- 
цированным порядком, удовлетворяло одному из следующих 
условий: | 

а) каждая пара элементов из Р имеет в Р верхнюю грань. 

6) каждая пара элементов из Р имеет в Р нижнюю грань. 

Необходимость этих условий очевидна: действительно, соот- 
ношения с =Р —Р означают, что G фильтруется (предложение 4); 
с другой стороны, поскольку нижняя и верхняя грани в С двух 
элементов из Р положительны, то они также лежат в Р. 

Обратно, заметим сначала, что в предложении а) (соответ- 
ственно 6)) каждая пара элементов 2, у из Р имеет верхнюю 
{соответственно нижнюю) грань в С, равную своей верхней 
грани a (соответственно своей нижней грани 65) в Р. Это оче- 
видно для а, поскольку каждая мажоранта элементов х и. 
у положительна. 

Пусть теперь &Е С — миноранта для хи у; тогда существует 
такой элемент uEP, что 2 ГиЕР, поскольку G=P—P; однако 
элемент infp(x+u, y-u) мажорирует b-+-u и, значит, имеет 
вид b+-c-+-u(c>0); так как bc меньше, чем 2 и y, то с=0; 
значит, infp(x+u, ytu)=b+u, откуда z+u<b-u, так что 
2 < и, следовательно, b является нижней гранью для хиув G. 
Пусть теперь x и у— произвольные элементы из G; мы сдвинем 
их в Р: пусть элемент VE€P таков, что 21-υ и y+v положи- 
тельны (предложение 5); по предположению а) (соответственно b)) 
TU U у о допускают верхнюю (соответственно нижнюю) грань 
вР, а значит, ив С, чго мы только что проверили. Обратный 
сдвиг показывает, что X и у допускают верхнюю (соответственно 
нижнюю) грань в G; существование одного из двух родов граней 
для каждой пары (X, y) влечет существование другого в силу 
соотношения (2) (n° 8), это доказывает достаточность условий 


теоремы. 


292 УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ И ПОЛЯ гл. VI, $ & 
10. Теорема о разложении 


ТЕОРЕМА 1 (теорема о разложении). Пусть  (x;i)1<iér. 
и (y;)1<j<a— 06e конечные последовательности положительных 
элементов решеточно-упорядоченной группы @ такие, umo: 


р а 
Ух: = > у; тогда существует двойная последовательностъ:- 
ie j=1 


(2:13) 1<i<p, 1<j<q положительных элементов из а тавая, что X= 


а D 
— Уд: для каждого iu = 2 21} для каждого ]. 
j=1 i= 
1° Докажем сначала теорему при p — q = 2. Пусть x, 2’, y, y’— 
такие положительные элементы из G, что a+ 2' =y+y’. Положим: 
а=зир (0, х— 9’). Так как элемент х— y =ур— 1’ меньше чем x 
и у, элементы Б=х—аи с=у— а положительны; то же BEPHO- 
и для d=a—(x—y’). Имеем z=a+b, x'=c+d, у=а- с, 
и =6- 4. 
2° Покажем теперь, что если теорема справедлива для p<m. 


и а=п(т > 2, п> 2), то она верна и для р=т, q=n. Соглаено- 
m—1 


γι 
предположению имеем Amt D) Zi= D) Yy. Поскольку теорема. 
i=1 j=1 


верна при p=2, g=n, существуют две такие конечные TIOCHENO- 


m—1 
вательности (27), (27) из п положительных членов, что >) αἰ-- 
i=1 | 


τι n 
= D 2, mm У wo Yy=2;+ 2; для 1<j <n. С другой стороны, 
j=1 . j=1 


поскольку теорема справедлива для р=т—1 ug=n, сущест- 


вует двойная последовательность (Ujj){<i<m—1,1<j<n Такая, что. 
m—1 


n 
t= >) wiz для 1<i<m—1 40 23= У uy naal<j<n. Полагая. 
j=1 it 


2; = Ui; при A<i<m—A u Zmj=2; (l<j<n), получаем двойную... 
последовательность, удовлетворяющую условиям теоремы. 

3° Меняя роли элементов 2; и Yj, видим точно так же, что. 
если теорема верна для р=т и q<n(m>z, n>2), το она 
справедлива для р=т, q=n. Takum образом, теорема до- 
казывается двойной  индукцией, отправляясь от случая 
DEL; g= 2. 
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СледствиЕ. Пусть y, 2ι, 2ο, ..., В n+ 1 таких поло- 


жительных элементов группы G, что y «ς <> Ti, тогда cywecm- 
—1 


вуют п положительных элементов wil <i<n) таких, что 


Yi < <a uy- Du 


оны применить теорему IE последовательности X; 


и последовательности, состоящей из двух элементов уи 2= 
] n 


= (iy) х:) —y. 


‘= 


11. Положительная и отрицательная части 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. В решеточно-упорядоченной группе G поло- 
жительной частью (соответственно отрицательной частью, 
абсолютным значением) элемента хЕС называется и обозна- 
чается через x* (соответственно x, |x|) элемент sup(z, 0) 


(соответственно зар (—х, 0), sup (x, —x)). 
> Несмотря на свое название, отрицательная часть 2 элемента X 
является положительным элементом. 


Ясно, что д =(—z)* и |--α|--|α|. Отметим также сле- 
дующие формулы, первая из которых есть непосредственное 
следствие определений и инвариантности порядка относительно 
сдвигов, а вторая выводится из первой при помощи предло- 
жения T: 


sup (x, у) =2--(у—х)*, шЁ (2, y)=y—(y—x). (3) 


ПредложениЕ 9. а) Для каждого элемента x решеточно- 
упорядоченной группы G имеют место соотношения: α---α--- 
2 int tay = 

6) Для каждого представления элемента x в виде разности 
двух положительных элементов т=ир— и имеют место равен- 
ства: иж -ш, о=х +w, где ш = шЁ(и, в). Если, в частности, 
(и; Det; were" ut 

в) отношение «х <y» Irsusanenmno «2 <y" Ux >yY» 

τ) |z|=a*+a° >0. 
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д) Каковы бы ни были элементы x uy из G, справедливо 
СНС IT+yI< jer yl. u более общее неравенсто 


n 
| et αι) < Σ [21] для любого конечного семейства (x;) элементов 
i=1 


группы G. 
ο) Каковы бы ни были элементы x и y us С, справедливо 
неравенство |x|—|y|<|xc—y|. 


Мы докажем одновременно а) и 6). Если c=u—v, где u 
и и положительны, то и> 2, значит, и > SUP (x, 0) =2*, и элемент 
w=u—x* положителен. С другой стороны, 

x*— x—=sup(x, θ)--ᾱ--ϑαρ(α--α, —4)=х, 
откуда следует, что c<=x"—ı ии-—х =ш. Из 2<х вытекает, 
что ZLXŸ—X uU XLA'—Z; если, кроме того, 2<х*, то элемент 
&"— 2 положителен, откуда Z'<AXŸ—Z в силу определения 2΄. 
Итак, 2<0, поэтому inf(z*, х)=0, откуда, применяя сдвиг, 
inf(u, v)=w 

в) Из соотношения x<y следует, что sup(y, 0)>x 
и sup(y, 0)>0, откуда α «γ᾽; из —у< —х выводим точно 
так же х >у. Обратная импликация тотчас же получается 
из равенств : 

τ) Так как ©<2* U --α-«2-, ясно, что 

|α]--βυρί(α, --ᾱα) < -х. 

Обратно, из неравенств а>х и а> --2 в силу в) следует, 
что at>at, a'>x, а <х, а <x". Tak как элемент a поло- 
жителен  inf(x*, х)=0, два последних неравенства показы- 
вают, что а =0 и а=а"; два первых дают тогда а > sup (x', x), 
т. е. а больше элемента, равного z++ 27, в силу а) и предло- 
жения 7. 

д) Из неравенств x<|z| и у<|у| получаем x+y<|x|+|y|; 
из неравенств —x<|x| и —y<|y| вытекает, что —2— ух 
<|x|+|y|, откуда следует первое неравенство. Второе выводится 
индукцией по п. 

е) Заменяя в д) © uU y науи х— у, приходим к нера- 
венству | 


|z|\—l|yl<|e—y]; 


точно так же |y|—|z|< Loe des ΟΝ откуда получаем 
о EE результат. 


Fe а PES ee ve | | 
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Замечание. Из в) следует, что соотношение | х|=0 влечет 
х=0 (ибо zt и х положительны); следовательно, неравенство 
2 ΞΕ 0 означает, что |x| > 0. 

’ПрЕдложЕНИЕ 9 (ДЕЛ). Если группа P* главных дробных 
идеалов в К решеточно-упорядочена, то каждый элемент % 
из К* можно представить в виде x uv", где и и и— некоторые 
целые такие, что н. о. ὃ. (и, и) =1. Для любого другого npeo- 
ставления z=u'v! элемента x в виде частного двух целых 
имеют место соотношения и’=иш, v'=vw, где w— целый 
элемент, равный н. ο. 0. элементов и’ и ο΄; в частности, 
если н. о. δ. (α΄, у’) =1, mo u’ u ν΄ ассоциированы соответ- 
ственно cuuv. 


Такое представление uv’! элемента x из ΚΡ часто называется 
несократимой дробью. 


12. Независимые элементы 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 9. Элементы x и у решеточно-упорядоченной 
группы называются независимыми, если ἱπξ(α, y) =0. 

В некоторых случаях независимыми следует называть два таких 

элемента х и у, для которых inf(|z|, |у]|)=0 (cm. Интегр., 


ч. II, $ 1) или ввести соответствующую терминологию в теорию 
Делимости. Мы этого здесь не будем делать. 


Два независимых элемента обязательно положительны. Поло- 
жительная и отрицательная части элемента X, т. €. элементы 
x’ и т независимы (предложение Эа)). Говорят, что элементы X, 


семейства (αι)ιε! независимы в совокупности, если inf (x,) =0; 
Ler 


для этого достаточно, чтобы существовала такая конечная часть J 
множества J, что соответствующие элементы независимы в COBO- 
купности. Элементы семейства (2) называются попарно незави- 
симыми, если inf (x, х,)=0 для каждой пары (ι, %) различных 
индексов. | 
Элементы Z, могут быть независимы в совокупности, HO He быть 


попарно независимыми. 


Если 2 и y независимы, то говорят также, что 2 не зависит 
от у, или что у не зависит от x. 

(ДЕЛ) Элементы х иув К называются независимыми, если 
главные идеалы (X) и (y) независимы в J. Это означает, что 
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единица является н. 0. д. элементов х и у, откуда следует. 
что zu у— целые. 

Например, числитель и знаменатель несократимой дроби неза- 
висимы. Понятия попарно независимых целых элементов и целых 
элементов, независимых в совокупности, определяются аналогично. 

(ДЕЛ) Независимые элементы x и y часто называют «взаимно 
простыми», условимся избегать этой терминологии, которая при- 
водит к путанице с понятием целого простого элемента (гл. УП, 
8:4, N? 3): 

ΠΡΕΠΠΟΛΕΗΠΕ 10. Пусть x, y, 2—mpu элемента решеточно- 
упорядоченной группы; для того чтобы х—2 и у— = были неза- 
висимы, необходимо и достаточно, чтобы z=ini (т, y). 

Действительно, соотношения z=inf (x, y) и O=inf (5—5, 
у—2) эквивалентны. 

ПрРедложЕНнИЕ 10 (ДЕЛ). Предположим, что множество P* 
решеточно-упорядочено, и пусть а, 6, стройка элементов 
из К, причем c#0; для того чтобы act и bc} были неза- 
 висимы, необходимо и достаточно, чтобы элемент с был 
наибольшим общим делителем элементов а и 6. 

ПрЕдложЕНИЕ 11. Ecau х u у— независимые элементы 
в решеточно-упорядоченной группе u 2>0, mo ШЁ(х, 2)= 
— inf (x, y +2). 

_ Действительно, O—inf(x, y), так что z—inf(x+z, y+z). 
Следовательно, отношение «T!<x и t<z) совпадает с отноше- 
нием «t<x и ἱ-«ς22}, а значит, также (поскольку х<х- 2) 
C отношением %< ти t<y--2). 

Следствие 1. Если x и y независимы и x<<y+z(z>0), mo 
т. 

Следствив 2. Если 2 не зависит от y и 2, то x не зависит 
mare и от у- 2. | 

Следствие 3. Пусть x; и (у;)—такие два конечных семей- 
ства элементов решеточно-упорядоченной группы G, что ни 
один x; не зависит ни от одного из y;. Тогда р 
не зависит от Yi +... + ум. 

Это выводится из следствия 2 индукцией по M и пи. 

_ Следствив 4. Каково бы ни было целое п>0, справедливы 
равенства (nx)'—nx* u (nz) =пх; для каждого nEZ, кроме 
того, |пх|=|п|-|2|. 
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Действительно, nx—nx—nt , так как элементы 2 um x 
независимы, то независимы также их и nx при всех п>0 
(следствие 3); первое утверждение следует отсюда в силу пред- 
ложения Эа). Второе следует в силу предложения Эа) в случае 
п> 0; случай n< 0 вытекает отсюда с помощью соотношения 
|--α|--|α|. 

ПрРЕдложЕНИЕ 11 (ДЕЛ). Предположим, umo множество F* 
решеточно-упорядочено, и пусть а, 6, с тройка таких целых 
элементов в К, что а не зависит от b; тогда всякий н. о. д. 
элементов а и с является тавже UH. ο. д. для а и bc. 

Следствие 1 (ДЕЛ) («лемма Евклида»). Пусть а, b, c— 
три целых элемента из К. Если a не зависит от bu делит be, 
то а делит с. 


Следствие 2 (ДЕЛ). Если x не зависит от y u z, mo x 
не зависит om уг. 

Следствие 3 (ДЕЛ). Пусть (x;) и (у;) —два конечных семей- 
ства целых элементов из К такие, что каждый элемент %; 
не зависит от каждого у;. Тогда произведение элементов J; 
не зависит от произведения элементов Yj. 

СлЕедствиЕ 4 (ДЕЛ). Если d — n. ο. 0. элементов x и y, mo d" — 
н. ο. 9. элементов 2" и У" для всякого целого п. 

В самом деле, х4" и у 1 — независимые элементы (предложе- 
ние 10 (ДЕЛ)) и то же самое верно для 2" и γα" (след- 
ствие 3). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 12. Пусть x; (1 <i<n)—n попарно независимых 
элементов решеточно-упорядоченной группы. Гогда 


SUD (lis re, уе 
Так как элемент 2; независим OT 2,-+...+2;-,4 при всех 
2<i<n (следствие à предложения 11), это равенство выводится 


из формулы ие = зар (и, v)+inf(u, υ) (предложение 7) индук- 
цией по п. | 


Замечание. Предложение 7 показывает также, что для того, 
чтобы х и у были независимы, необходимо и достаточно, чтобы 
z+y=sup (x, y). 


ΠΡΕΠΠΟΡΚΕΗΠΜΕ 12 (ДЕЛ). Пусть a; суть п попарно независимых 
целых элементов из К. Гогда их произведение a; ... An является 
Η. D, и. элементов Qi, РР 9 An: 


17 H. Бурбаки 
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Предложение 13. Лусть в решеточно-упо рядоченной группе G 
дано множество (хо), допускающее нижнюю (соответственно верт- 
нюю) грань у и произвольный элемент zCG; тогда множество 
(sup (2, Ζα)) (соответственно (inf (2, т.))) обладает. нижней (coom- 
ветственно верхней) гранью, причем имеем соответственно 


inf (зар (2, Хо) = sup (2, infz,), ) 
α a 


sup (inf (z, хо)) = inf (z, sup ze). | (4) 


В самом деле, зар (2, ха) = 2+ (ха —2), поэтому при помощи 
сдвига мы можем свести все к случаю 2=0. Другими словами, 
достаточно показать, что множество (2%) обладает нижней гранью, 
равной yt. Так как y<%q, то у" LL ‘для каждого а (предложе- 
ние 9B)). Если, обратно, а<ха для каждого а, то ALT № ха 
(предложение 9а)); но из у«ох„ следует, что у 21а; поэтому 
а<х. У’ для каждого a; другими словами, а<у-у = y". 
Вторая формула выводится аналогично с заменой зар на inf. 
Следствие. Если элемент 2 решеточно-упорядоченной группы G 
не зависит от каждого из элементов хо, образующих семейство 
с верхней гранью у, то 2 не зависит om у. 
Это непосредственно вытекает из второй формулы (4). 
Замечание. Применяя формулы предложения 13 к множеству 
из двух элементов 2, у, получим следующие формулы, выражающие, 


что в решеточно-упорядоченной группе каждая из двух операций 
sup и inf дистрибутивна относительно другой: 


sup (2, inf (x, y))=inf (зар (2, x), sup (x, y)), 
inf (2, sup (x, y))=sup (inf (2, x), inf(z, y)). 


Это свойство дистрибутивности является специальным свойством 
решеточно-упорядоченных групп; оно не распространяется ни на мно- 
экества, ни даже Ha решеточно-упорядоченные моноиды (см. упраж- 
нение 24). 


13. Экстремальные элеменлты 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 6. Элемент x упорядоченной группы G называет- 
ся экстремальным, если он является минимальным в множестве 
строго положительных элементов группы С. 

Пусть 1х — экстремальный элемент упорядоченной группы С. 
Для всякого положительного элемента УЕС элемент inf(x, y), 
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если он существует, может быть равен только либо 2, либо 0. 
Таким образом, в решеточно-упорядоченной группе каждый поло- 
жительный элемент либо больше, либо независим с экстремальным 
элементом X; в частности, разные экстремальные элементы He- 
зависимы. 

(ДЕЛ) Целый элемент р в К называется экстремальным, если 
идеал (р) является экстремальным элементом ‘упорядоченной 
группы 8". Это означает, что каждый целый элемент, делящий р, 
ассоциирован либо с р, либо с 1. Если группа S°* решеточно- 
упорядочена, то всякий целый элемент а либо независим с р, 
либо кратен р. 


Замечание. 1) Тот факт, что целый элемент р является 


N экстремальным, не 08hauaem, что (р) —максимальный идеал кольца A 


(см. упражнение 26). 2) В некоторых случаях употребляют вместо 
слова экстремальный слово простой (например, для целых рацио- 
нальных чисел см. гл. VII, $ 1, n° 4) или слово неприводимый для 
полиномов (см. гл. УП, 8 1, n° δ). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ 14. Для того чтобы элемент x > 0 структурно- 
упорядоченной группы был экстремальным, необходимо и доста- 
точно, чтобы из отношений 4x <y+z, 0<y, 0-2» следовало 
отношение (KY или 2-62». 

Если 2 экстремален, то, как мы только что видели, у либо 
больше x, либо не зависит OT 2; в последнем случае следствие A 
из предложения 11 показывает, что 2 больше х. Обратно, пред- 
положим, что условие теоремы выполнено: из О<у<х выводим, 
полагая х=у--2 (20), что либо x<y, либо x<z. В первом 
случае х=у, во втором х<х— у, следовательно, у< 0, а значит, 
у= 0; это показывает, что х действительно экстремальный. 

Отметим, что мы не пользовались решеточной упорядоченностью 
группы а при доказательстве достаточности условия. 

Предложение 14 (ДЕЛ). Пусть &* — решеточно-упорядочен- 
ная группа. Необходимое и достаточное условие экстремальности 
целого элемента рЕК заключается в том, что р должен быть 
отличен от единицы, и если р делит произведение двух целых 
элементов, то р делит хотя бы один из них. 

Предложение 15. Мусть С’ — подгруппа решеточно-упорядо- 
ченной группы G, порожденная множеством (р,),ст попарно раз- 
личных экстремальных элементов группы G. Каждый элемент 


115 


260 УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ И ПОЛЯ гл. Vi, § 1 


xEG' можно однозначно представить в виде x = У MP, где п, — 
L 


целые рациональные числа, отличные от нуля только для конеч- 
ного числа индексов. Для того чтобы элемент x был положи- 
тельным, необходимо и достаточно, чтобы все п, были положи- 
тельными. 

_ Ясно, что С’— множество элементов из С, представленных 


в виде У № Предположим, что Упр, > 0. Перенося в правую 
nage > 


часть все члены с коэффициентами п, < 0, получаем соотношение 
вида 

тара... + MrPr > Mit... Nds 
где r>0, 5:20 и pi, 9; составляют множество из r + 8 различных 
экстремальных элементов; следствиб ὃ предложения 11 показывает. 
тогда, что правая и левая части неравенства независимы, и сле- 


довательно, $5=0. Отсюда видно, что из соотношения У тр, > 0 
L 


следует положительность N, для всех L. Поэтому из равенства 


Упр, =0 вытекает одновременно, что п, > 0 и п, < 0 для всех ι, 
т. е. п, =0, и это завершает доказательство. 

` Этот результат означает, что упорядоченная группа С’ изо- 
`морфна группе Z® — прямой сумме упорядоченных групп Z (n° 6). 
`Упорядоченные группы ZU) можно охарактеризовать следующим 
способом: 

ТЕОРЕМА 2. Для того чтобы упорядоченная группа G была 
чизоморфна прямой сумме групп (упорядоченных обычным обра- 
30M) необходимо и достаточно, чтобы она была решеточно-упо- 
рядочена и удовлетворяла следующему условию: 

(МИН) Каждое непустое множество положительных элемен- 
тов группы G, наделенное отношением порядка, индуцированным 
отношением порядка в группе G, содержит минимальный элемент. 

Покажем ‘сначала, что группа 71) решеточно-упорядочена 
и удовлетворяет условию (МИН). Она является решеточно-упоря- 
доченной группой, поскольку это прямая сумма совершенно упо- 
рядоченных групп. С другой стороны, пусть Ё — непустое множе- 


\ 1 - 
ство положительных элементов из ZU; пусть x= >) ще, — любой 
L 


элемент множества Ё [(е,) — канонический базис группы 24]. 
Число положительных элементов y € 70), которые меньше х, конеч- 
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но и равно По, 1) (лишь конечное число множителей в этом 
L . 


произведении отлично от единицы). Следовательно, множество À 
элементов из Ё, меньших X, и подавно конечно; так как OHO 
непусто, оно содержит минимальный элемент y (Теор. ΜΗ., гл. III), 
который является, очевидно, минимальным элементом в Е. 

Предположим наоборот, что условие (МИН) удовлетворено. 
Сначала докажем следующую лемму: 

Лемма. Пусть G — упорядоченная группа, удовлетворяющая 
условию (МИН). Для каждого элемента x > 0 из @ существует 
экстремальный элемент рЕ С такой, что р<1. 

В самом деле, множество положительных элементов группы С, 
меньших 2, непусто и обладает минимальным элементом р, кото- 
рый, очевидно, будет экстремальным в группе G. 

Приняв это во внимание, вернемся к доказательству теоре- 
мы 2. Чтобы применить предложение 15, нам достаточно показать, 
что группа G порождается своими экстремальными элементами. 
Так как G — фильтрующаяся группа, то достаточно показать 
(предложение 4), что каждый элемент x >> 0 в группе G является 
суммой экстремальных элементов. Для этого рассмотрим мно- 
жество Е тех положительных элементов y € G, которые предста- 
вимы в форме у = х— (р, +... + р»), где р; — экстремальные 
элементы группы G, не обязательно различные. Так как x > 0, 
то в силу леммы множество E не пусто. Следовательно, Ё содер- 
жит некоторый минимальный элемент 4 в силу свойства (МИН). 
В случае д # 0, элемент 4 в силу леммы был бы больше некоторого 
экстремального элемента р’ группы С и элемент 4 — р’ принадле- 
жал бы E, что противоречит минимальности д в EL. Следователь- 
но, q=0 u z=Ppı +... 1 р,, что и требовалось доказать. 


Теорема 2 найдет в дальнейшем применение, в теории Делимости 
в кольцах главных идеалов (гл. УП, $ 1, п°2) и в кольцах частных 
(Вторая часть, глава, относящаяся к нормированиям) и в изучении 
идеалов дедекиндовых колец (там же). 

Упражнения. 1) Упорядоченный некоммутативный моноид 
М есть моноид (записываемый мультипликативно), снабженный такой 
структурой порядка, что отношение 2 <. у влечет 2х < 21 и 12 < YZ 
для каждого z€ М. Пусть @ — упорядоченная некоммутативная 
группа. Доказать следующие утверждения: 

а) Пусть Р — множество элементов, больших чем нейтральный 
элемент е € G, тогда Р.Р = P, РГР! = {6}, и αρα = P для 
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каждого a € G. Обратить утверждение. Найти условие для совершен- 
ной упорядоченности группы С. 

6) Если один из элементов sup (x, y), inf = y) ‚OyeozRyeT, то дру- 
гой также существует и sup (x, у) =х (inf (x, y)) 1= у (inf (x, у 1х 

в) Элементы sup (x, e) и sup (21, ὁ) перестановочны. Два незави- 
симых элемента перестановочны. 

г) Подгруппа С’, порожденная экстремальными элементами груп- 
пы G, коммутативна. Отсюда следует, что если выполнены условия 
теоремы 2, то G — коммутативная группа. 

2) Пусть Е — решетка, на которой задан закон композиции 
(x, у) > zy (не обязательно ассоциативный) такой, что для каждого 
a Е Е отображения x > ax M x > ха являются изоморфизмами упорялдо- 
ченного множества E на себя. Обозначим через x, (соответственно a*) 
элемент из E, определенный равенством (5.) а = x (соответственно 
а (ax) = 2), и предположим, что отображения х > ἂχ их > „a являют- 
ся изоморфизмами упорядоченного множества Е на множество E, 
снабженное противоположным порядком. Показать, что при этих 
условиях для любых X, у, 2 имеет место равенство 


(Zing (x, y)) r= (zy) (SUP x, у). 


9) Пусть G — упорядоченная группа, множество Р положитель- 
ных элементов которой не сводится к.нулю. Показать, что G беско- 
нечна и не может обладать ни наибольшим, ни наименьшим элементами. 

4) Пусть G — упорядоченная группа, Р — множество положи- 
тельных элементов группы G, f — каноническое отображение группы G 
на факторгруппу G/H. Для того чтобы множество 1 (P) определяло 
на G/H структуру упорядоченной группы, необходимо и достаточно, 
чтобы из условий O< y< x nm x E H следовало, что y € H. Тогда H 
называется изолированной подгруппой группы G, и G/H рассматри- 
вается как упорядоченная группа. Если С к тому же решеточно- 
упорядочена, то для того, чтобы G/H была группой-решеткой, необ- 
ходимо и достаточно, чтобы из соотношений |y|<|xz| u zEeH 
вытекало, что y € H. Показать, что этот факт равносилен тому, что 
Н — изолированная и фильтрующаяся подгруппа. Показать, что 
упорядоченная группа С, не имеющая других изолированных под- 
групп, кроме себя и {0}, является совершенно упорядоченной (рас- 
смотреть изолированные подгруппы, порожденные двумя положи- 
тельными элементами из G); *вывести отсюда (Общ. топол., гл. V, 
$ 3, упражнение 1), что @ изоморфна тогда подгруппе аддитивной 
группы действительных чисел. 

9) Дать пример упорядоченной группы с недискретным отноше- 
нием порядка, обладающей ненулевыми элементами конечного поряд- 
ка (взять факторгруппу подходящей упорядоченной группы G по такой 
подгруппе Н, vo Pf) Н = {0}). 

6) Пусть G — упорядоченная группа, Р — множество ее положи- 
тельных элементов. Показать, что Р — Р является наибольшей 
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фильтрующейся подгруппой группы С и что это изолированная под- 
группа. Каково отношение порядка в факторгруппе? 

7) Если в группе Z в качестве множества положительных эле- 
ментов взять множество, состоящее из нуля и целых чисел > 2, 
то полученная упорядоченная группа будет фильтрующейся, HO не 
решеточно-упорядоченной. (Показать, что множество тех х, для кото- 
рых > 0 u х>1, обладает двумя разными минимальными эле- 
ментами.) 

8) Пусть x — такой элемент упорядоченной группы, что суще- 
ствует у = inf (x, 0); тогда для любого целого числа п > 0 из nz 0 
вытекает, что х>0 (имеем ny = inf (nr, (n—1)x, ..., 0)> 
> Ш ((n — 1)zx, ..., 0) = (n — 1) y); следовательно, равенство 
nz = 0 влечет 2 = 0. = 

9) Показать, что в решеточно-упорядоченной группе сумма BCA- 
кого семейства (H,) изолированных и фильтрующихся подгрупп 
является изолированной и фильтрующейся подгруппой. (Использо- 
вать следствие теоремы 1.) 

10) Показать, что в решеточно-упорядоченной группе G для каж- 
дой конечной последовательности элементов (z;) (1 < i < п) из G спра- 
ведливо соотношение 


sup EN) inf (xj, rj) +...+(—1)Pt1 x 
i i<j 
x à inf (rs en tee (12 inf (a, an): 
i1<ig<...<ip. | 


(Рассуждать по индукции, отправляясь OT предложения 7 и исполь- 
зуя дистрибутивность операции SUP относительно операции inf.) 

11) Пусть (х;) — семейство из п элементов в решеточно-упорядо- 
ченной группе G; для каждого целого k (1 < Ё< п) через dz (соот- 
ветственно т») обозначим нижнюю (соответственно верхнюю) грань 


| n 
сумм Ё различных элементов 1;; число таких сумм равно € Ἐν) 


Показать, что 


di Mneh = tt Lot ce À 2p. 


12) Подгруппа H решеточно-упорядоченной группы С называется 
корешеточно-упо рядоченной, если для каждой пары элементов х, y CH, 
также Sup (т, yJEH (эта верхняя грань, следовательно, совпадает 


с sup(z, y)). 
Н 


а) Если G—QXQXQ (группа О упорядочена обычным образом), 
то подгруппа H тех элементов (x, у, z), для которых 2=x--y реше- 
точно-упорядочена, но не корешеточно упорядочена. 

6) Каждая изолированная (упражнение 4) фильтрующаяся под- 


группа решеточно-упорядоченной группы является корешеточно- 
упорядоченной. 
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в) Пусть С — решеточно-упорядоченная группа, Н — некоторая 
подгруппа в G, Н’— множество нижних граней конечных частей 
из Н и Н”— множество верхних граней конечных частей из H’. 
Показать, что H”— наименьшая корешеточно-упорядоченная под- 
группа, содержащая Н (используя замечание к предложению 3). 

13) Говорят, что моноид М полурешеточно-упорядочен снизу (или, 


для краткости, полурешеточно-упорядочен), если М — упорядоченный 


моноид, inf (x, у) существует для любой пары x, у элементов из М 
и если inf(z+2, y+z2)=inf(z, y)+2 для любых +, y, z EM. Доказать, 
что тогда справедливы тождества 
inf (x, z)+inf(y, 2)=inf(e-+y, z+inf(z, y, α)), 

inf (x, y, z)+inf(z+y, y+z, 2-2) =ШЁ (z, y) inf (y, z)+inf(z, 2). 
С помощью первого тождества доказать, что’ из неравенств TE 
и ух 2 следует, что +y<z-+inf(z, y). | 

Показать, что предложение 11 и его следствие имеют место 


в полурешеточно-упорядоченных моноидах, обладающих нейтраль- 
ным элементом. 


14) Показать, что в полурешеточно-упорядоченных моноидах 
имеет место неравенство 


inf (α1 --у:) > inf (αὶ) + inf (y;) 
для любых конечных последовательностей (xj) и (y;), состоящих 
каждая из п элементов. | 
Вывести из этого, что в решеточно-упорядоченной группе выпол- 
няются неравенства 


(αν) <=" у+; |aet—yt|<|e—yl. 
15) Показать, что в решеточно-упорядоченной группе справед- 
ливо тождество 


|zt¥—yt || —у |=|#—У|. 
(Заметить, что æ—y L|x—y| mu |#|-—|у|«|#—у|.) 

16) Показать, что в полурешеточно-упорядоченном моноиде 
выполняется соотношение 

ninf(xz, y)+inf(nx, ny)—2ninf (x, y) (сравни упражнение 8). 
Доказать, что inf (nz, пу) =п inf (x, y), если inf(x, y)— peryaAapusM 
элемент. 

17) Пусть М — полурешеточно-упорядоченный моноид, облада- 
ющий нейтральным элементом нуль, и х, у, 2, LE М таковы, что 
2 >20, [> 0. Доказать неравенство | 

inf (v+z, УИ -- 11 (x, у) > ШЁ (2-2, y)+inf(x, y+t). 

18) Пусть (G,),er — семейство совершенно упорядоченных групи с 
совершенно упорядоченным множеством индексов J; на группе С’, 
являющейся прямой суммой групп G,, определим структуру упоря- 
доченной труппы, беря в качестве положительных элементов группы 
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С’ множество таких (х,), что x, >0 для наименьшего индекса L 
с ненулевым х,. Показать, что группа С’, снабженная этой структу- 
рой, является совершенно упорядоченной группой. 

19) Пусть @—даддитивная группа, (Ро) —семейство частей в G 
таких, что PatPaC Ρα и Ρα] (—Poa)={0}; пусть @.-— упорядо- 
ченная группа, получающаяся, если в качестве положительных 
элементов взято множество Ро. Положим P= П Pa. Показать, что 


P+PCP un Р[\(—Р) = {0}. Показать, что vaopinoubanal группа Η, 
получающаяся наделением группы С отношением порядка с множе- 
ством Р положительных элементов, а диагонали произведе- 
ния групп Са. 

20) Пусть @—аддитивная группа, Р— часть в 4, удовлетворяю- 
ΠΗ условиям: 1°P+P=P, 2°Р [| (—Р)={0}, 3° для каждого- 
целого п из включения пх ЕР следует, что хЕР (условие C)). 

а) Показать, что для элемента a € G такого, что a EP, существует 
часть Р’в G, удовлетворяющая условию (С) в) и такая, что PC P’ 
и --αΕΡ’ (в качестве P’ взять множество тех XEG, для которых 
существуют два целых числа т >0 u n>0 и элемент y EP, удовле- 
творяющие равенству тх = —па-- у). 

6) Вывести из а), что Р является пересечением тех частей T CG, 
для которых выполняются равенства; T+HT=T, T (\ (—T)= {0}, 
T U(—T)=G (иными словами, тех частей, которые определяют на G 
структуру совершенно упорядоченной группы) и которые содержат Р. 
(Использовать теорему Цорна.) | 

в) В частности, если С —аддитивная группа, в которой все не- 
нулевые элементы имеют бесконечный порядок, то пересечение: 
всех таких частей Т, для которых T+T=T, TN(-T)={0} 
и T|\J(—-T)=G, сводится к 0. 

*21) Упорядоченная группа называется решеточно-упорядочивае- 
мой, если она изоморфна подгруппе решеточно-упорядоченной груп- 
пы. Показать, что для решеточной упорядочиваемости группы G 
необходимо и достаточно, чтобы для каждого целого n >0 из He- 
равенства nz 2:0 следовало бы, что x > 0 (для доказательства доста- 
точности использовать упражнение 206) и 19). Показать, что каждая, 
решеточно-упорядочиваемая группа изоморфна подгруппе произведе- 
ния совершенно упорядоченных групп. 

22) Пусть G — решеточно-упорядочиваемая группа (рассматривае-- 
мая как 2-модуль) и Е— векторное пространство Gig, (гл. III, § 2); 
показать, что на аддитивной группе Ё можно однозначно определить. 
структуру порядка, согласованную с групповой структурой на Е 
и индуцирующую на С данную структуру порядка. Пространство E, 
наделенное этой структурой, является решеточно-упорядочиваемой. 
группой. 

23) Пусть G — решеточно-упорядоченная группа Z х Z ( наделена. 
обычной структурой порядка) и Н— изолированная подгруппа BG, 
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порожденная элементом (2, —3); показать, что упорядоченная груп- 
па G/H не является решеточно-упорядоченной (см. упражнение 4). 

24) Пусть А—коммутативное кольцо, а /— множество всех его 
идеалов; произведением ab двух идеалов а и b назовем идеал, образо- 
ванный конечными суммами >) abi, где а; Са и b;E€b. Показать, 

4 

что а (5 -|-{) =а 6 -- а{; иначе говоря, множество J, наделенное отно- 
шением порядка aDb и законом композиции (а, Ὁ) -> ab, является 
полурешеточно-упорядоченным моноидом (упражнение 13), причем 
верхней гранью элементов a и b является идеал a+b, а нижней 
гранью — а [Ὶ b. 

Пусть К — некоторое поле, A=K[X, У|—кольцо многочленов 
от двух переменных над К. В кольце А рассмотрим главные идеалы 
а = (Х), 6 = (У) и f=(X-+Y); показать, что 


(а ПЪ--Г == (а ЭП 6-9, @+HNTFCNN+ON MN), 
(a {| b) ία-|-ϱ) + (а (a+b)) N (δ (a+b)). 


*25) Пусть Г — полурешеточно-упорядоченный моноид идеалов 
коммутативного кольца А (упражнение 24). Для того чтобы конечная 
система сравнений х=а; (а;) имела решение каждый раз, когда 
любые два из этих сравнений имеют общее решение (т. е. если 
Aÿ= a; (а; +-aj) для каждой пары индексов ἱ, 7), необходимо и доста- 
точно, чтобы в J каждая из двух операций (а, Ὁ) > а [] В и (а, b) > 


—>a-+b была дистрибутивна относительно другой («китайская тео- 


рема»). Доказательство можно провести следующим образом: 

а) Если (αι [| αὐ) + (а. [] аз) =а, [| (a2+-a3) и если каждые два 
из трех сравнений z=a;(a;) (i=1, 2, 3) имеют общее решение, 
тогда все три сравнения имеют общее решение (пусть 212 — общее 
решение сравнений z=a,(a) и х== а2(а2), х\з— общее решение 
сравнений z=a,(a) и х==аз (аз); показать, что сравнения z= 
= 212 (ay {| a9) и х=<1з (а, [] аз) имеют общее решение). 

6) Если каждая система трех сравнений, любые два из которых 
имеют общее решение, сама обладает общим решением, то выпол- 
няются законы дистрибутивности: 


а-- (6 ПГ) = (а-- 5) П (a+f) и af\ (®+f)=(f θ)η-(α [] f). 
{Для доказательства первого равенства заметить, что для каждого 
элемента хЕ(а-- 5) Π (а-{) существует такой у, что УЕБ[\Т, 
у = (а). Для доказательства второго соотношения заметить, что 
для каждого элемента zEa[) (b+ f) существует такой элемент 
у ба ]Ъ, что y = x(f).) Отметим, что в силу a) и 6) вторая формула 
дистрибутивности влечет первую. 

в) Доказать «китайскую теорему» индукцией по числу рассма- 


триваемых сравнений методом, аналогичным методу доказательства 
предложения а). 


15 


УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ. ДЕЛИМОСТЬ 267 


26) Показать, что в моноиде идеалов кольца многочленов К [Х, У] 
{где А—поле) идеал (X) удовлетворяет условию предложения 14, 
но не является максимальным. 

27) Пусть А—кольцо, являющееся квадратичным расширением 
кольца Z с базисом (1, ὁ), где е?= —5. 

Показать, что А является областью целостности; в этом кольце 
9=3.3= (2-е) (2—е); показать, что 3, 2-е, 2—е являются экст- 
ремальными элементами кольца A, не удовлетворяющими условию 
предложения 14 (ДЕЛ). 

* 28) Пусть G— решеточно-упорядоченная группа, Р — множество 
ее положительных элементов. Два элемента x, yEP называются 
эквивалентными, если каждый элемент, независимый с первым, не 
зависит и от второго; классы эквивалентности, соответствующие 
этому отношению, называются нитями в Р; через х обозначим нить, 
содержащую x. | | 

а) Пусть a u b— две нити; пусть x, 21 —NBa элемента из а 
и у, Yı—ABa элемента из D; показать, что если каждый элемент, 
ΗΘ зависящий от x, не зависит OT у, то каждый элемент, не зави- 
сящий OT 21, не зависит OT |. Таким образом определяется отно- 
шение между а и 6, которое обозначается а > b; показать, что оно 
является отношением порядка на множестве F нитей. 

6) Показать, что при так определенном отношении порядка F 
является решеткой и что 


inf (а, В = ШЁ (а, δ), зар (а, b)=sup (а, 6) =а-Р δ. 


(Использовать следствие 2 предложения 11.) Показать, что наимень- 
шим элементом в À является нить 0= {0}. 

в) Две нити a и ὦ называются независимыми, если inf (а, 5) =0. 
Показать, что если a и b— две нити =£ 0 и если a<b, To сущест- 
вует нить € + 0, независимая саи такая, что e<b. 

г) Нить m # 0 называется экстремальной, если она являет- 


ся минимальным элементом множества отличных от 0 нитей. Пока- 
зать, что экстремальная нить совершенно упорядочена (пусть а 


и b— два элемента из m; рассмотреть нити, которым принадлежат 
элементы a—inf (a, 6) и b—inf(a, ὦ) и использовать 6)). Показать, 


кроме того, что объединение нитей m, —m и {0} является совер- 
шенно упорядоченной подгруппой Н (т) в С. 

д) Пусть дано семейство (M) экстремальных нитей в G; пока- 
зать, что подгруппа H, порожденная объединением нитей ти, изо- 


морфна прямой сумме (n° 6) групп À (7m) (свести к случаю конечного 
семейства, а затем провести индукцию). 
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e) Показать, что в произведении (соответственно в прямой сум- 
ме) совершенно упорядоченных групп элементами экстремальных 
нитей являются в точности те, у которых все координаты, кроме 
одной (которая 0), равны нулю. Отсюда следует, что упорядо- 
ченная группа может быть только одним способом представлена 
в виде произведения (соответственно прямой суммы) совершенно. 
упорядоченных групп (иначе говоря, множители определены одно- 
значно). | 

29) Упорядоченная группа С называется вполне решеточно-упо- 
рядоченной, если она решеточно-упорядочена и если каждая мажо- 
рируемая часть в G допускает в С верхнюю грань. 

а) Показать, что для полной решеточной упорядоченности филь- 
трующейся группы С необходимо и достаточно, чтобы каждая часть. 
из множества положительных элементов Р группы G имела верхнюю 
грань в Р. 

6) Произведение вполне решеточно-упорядоченных групп есть 
вполне решеточно-упорядоченная-группа. 

в) Каждая изолированная подгруппа вполне решеточно-упоря- 
доченной группы вполне решеточно-упорядочена. 

_ 30) В упорядоченной группе С для каждой части A BG обозна- 
чим символом т(А) (соответственно М(А)) множество минорант 
(соответственно мажорант) части А в G; тогда т (А) = —М (— À). 

а) Отношение AC В влечет т (В) С т (А) и М (m (А)) СМ (т(В)). 

6) Имеют место включения AC M (т (Α)) и М (т (М (A)))=M (A). 

в) Пусть А, —семейство частей из G; тогда 


m (U A)=N πι (4). 


г) Каждое множество M(B), где В — мажорируемая непустая 
часть в С, называется высшим множеством в G. Для каждой мино- 
рируемой непустой части А в множество СМ (т (A)) является наи- 
меньшим высшим множеством, содержащим А; его обозначают через 
(A), если АС В, то (A)C AB); если А имеет верхнюю грань а в 6, 
то (А) =М (a); последнее множество обозначает также (а). 

д) Если А и Вр— две непустые минорируемые части в G, TO 
(A+ B)y=((A)+(B)). Отсюда следует, что в множестве M (G) выс- 
ших множеств из С отображение (А, В) > (A+B) является acco- 
циативным и коммутативным законом композиции, для которого 
(0)=Р— нейтральный элемент, причем отношение порядка ADB 
согласовано с этим законом композиции. Множество 9% (С), наделен- 
ное этой структурой, является полурешеточно-упорядоченным 
моноидом, если < —фильтрующаяся группа. Кроме Toro, отображе- 
ние x — (x) группы G в 3% (С) является изоморфизмом упорядочен- 
ной группы G на некоторую подгруппу моноида M (С). | 

е) Если элемент А из моноида 5% (С) симметризуем относительно 
закона композиции в этом моноиде, то симметричным к нему елужит 
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М (—А)== —т (А). (Заметить, что если В симметричен с А, To 
BCM(—A) и A+M(—A)C (0), откуда (A+B)=(A+M (—A)).) 

* 31) Упорядоченная группа С называется архимедовой, если 
единственными элементами “EG, для которых множество кратных 
nz (п целые 0) является минорируемым, будут положительные 
элементы в G. 

a) Для того чтобы моноид 3} (G) высших множеств упорядочен- 
ной группы С был группой, необходимо и достаточно, чтобы группа 
была архимедовой (использовать упражнение 30г)); 5% (С) тогда 
вполне решеточно-упорядочена. | 

6) Вывести отсюда, что для того, чтобы упорядоченная группа G 
была изоморфна подгруппе вполне решеточно-упорядоченной группы, 
необходимо и достаточно, чтобы С была архимедовой. 

* 32) а) Пусть @— вполне решеточно-упорядоченная группа 
и Н— подгруппа в С. Для каждого высшего множества А в группе 
Н через ΖΑ обозначим нижнюю грань А в G. Показать, что отобра- 
жение А-+ za множества 5% (H) в группу G взаимно однозначно. 
(Установить, что А— множество тех элементов y € H, для которых 
y>2.) _ 

6) Обозначим через (B), где В —минорируемая часть в H, выс- 
шее множество, порожденное частью В в Н (элемент множества 
M (Н)). Пусть для каждой части В в H, минорируемой в H, спра- 
ведливо соотношение inf B=inf(B) (нижние грани берутся в С); 
показать, что в этом случае отображение А -+ TA является изомор- 
физмом вполне решеточно-упорядоченной группы M(H) на некото- 
рую подгруппу группы G (CM. упражнение 30д)). 

в) Пусть каждый элемент групны С является нижней гранью 
некоторой части в Н; показать, что в этом случае для каждой 
минорирующей в Н части ВСН выполняется равенство inf В = 
— inf (В) (нижние грани берутся в С). (Заметить, что это равенство 
справедливо при условии infBEH; в общем случае рассмотреть 
такой элемент x€G, что Ζ-Ἴ-11 BEA, τ. 60. являющийся нижней 
гранью некоторой части в Н, а дальше использовать упражне- 
ние 30д).) 

г) Пусть < — вполне решеточно-упорядоченная группа ZXZXR, 
90 >>0— иррациональное число, и пусть Н— подгруппа, состоящая 
из таких элементов (x, у, 2), что O(z—z)+y=—O0. Показать, что не 
существует никакого изоморфизма вполне ’решеточно-упорядоченной 
группы M(H) на подгруппу группы С, сводящегося к тождествен- 
ному отображению на H. (Показать, что группа M(H) изоморфна 
K=ZxR; рассмотреть в К подгруппу, состоящую из Tex u, для 
которых для каждого целого п > 0 существует элемент 2 ЕЁ с nv = 
=U, и аналогичную подгруппу в С.) 

33) а) Для того чтобы совершенно упорядоченная группа была 
архимедовой, необходимо и Достаточно, чтобы для каждой пары 
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элементов xz >0, у>0, принадлежащих С, существовало целое 
п>0 такое, что ух пх. 

6) Всякая совершенно упорядоченная и вполне решеточно-упо- 
рядоченная группа С изоморфна либо {0}, либо Z, либо В (отбросив 
два первых случая, возьмем а>0 в С и поставим в соответствие 
каждому элементу 2€G нижнюю грань тех рациональных чисел 
p/q, для которых 45 < ра). 

в) Вывести отстода, что каждая совершенно упорядоченная архи- 
медова: группа изоморфна подгруппе группы À. (Заметить, что мно- 
жество M (С) совершенно упорядочено.) 

τ) Лексикографическое произведение ZXZ не является архи- 
медовой группой. | 

34) Пусть G=ZN — произведение несчетного семейства совершен- 
но упорядоченных групп Z, A — Z(N )__ изолированная и фильтрую- 
щаяся подгруппа в С— прямая сумма множителей группы С. 
Показать, что решеточно-упорядоченная группа G/H (упражнение 4) 
не может быть архимедовой, хотя G и Н вполне решеточно-упоря- 
дочены. (Доказать, что для всякого элемента z € G/H последователь: 
ность nz (п— целые 520) является минорируемой в G/H.) 

*35) Высшее множество À в упорядоченной группе С называется 
множеством конечного типа, если существует такое конечное мно- 
жество F, что A=(F). Группа С называется полуархимедовой, 
если каждое высшее множество конечного типа симметризуемо 
в моноиде 5% (С). Каждая решеточно-упорядоченная (соответственно 
архимедова) группа является полуархимедовой (упражнение 31a)). 

а) Показать, что каждая полуархимедова группа решеточно- 
упорядочиваема. (Если nx > 0, рассмотреть высшее множество (fF), 
где F={0, x, ...,(n—1)x}, и показать, что оно симметризуемо.) 

°6) Пусть К — лексикографическое произведение Вх В, G— обыч- 
ное произведение K x А. Пусть 0— иррациональное число 0< 0< 1, 
Н— подгруппа в С, порожденная элементами ((1, 0), 0), ((θ, 0), 6}. 
и ((0, x), 0), где x пробегает В. Показать, что подгруппа H произ- 
ведения двух совершенно упорядоченных групп не является архиме- 
довой. (Рассмотреть высшее множество, порожденное элементами 
((1, 0), 0) и ((6, 0), 0) из H, и показать, что оно не может быть CHM- 
метризуемым.). 

в) Пусть @—фильтрующаяся полуархимедова группа, M+(G)— 
устойчивое подмножество в M(G), порожденное высшими ΜΒΟ- 
жествами конечного типа и симметричными к ним; показать, что 
My (4) — решеточно-упорядоченная группа. (Использовать, что MHO- 
жество I (G) полурешеточно упорядочено.) 

τ) Пусть G—rpyuna ZX А, в которой в качестве множества Р 
положительных элементов берется множество тех пар (tr, у), для 
которых 2520, y> Oz, где 9— некоторое иррациональное число. 
Показать, что @ —архимедова группа, но что симметричное множе- 
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ство BM(G) к высшему множеству конечного типа, не имеющему 
вида (a), не является множеством конечного типа. . 

36) Пусть G— упорядоченная группа и Р— множество ee поло- 
жительных элементов. Для того чтобы группа @ была изоморфна 
прямой сумме групп Z, необходимо и достаточно, чтобы существо- 
вало такое отображение z—-d(xz) множества Р BN, что если не 
имеет места неравенство ὁ > а, то в высшем множестве (a, 6) суще- 
ствует такой элемент с, что 4 (с) < 4 (а). (Показать, что это спра- 


ведливо для 700, если положить 4 = х,; обратно, показать, что 


каждое высшее множество A имеет вид (a), для чего рассмотреть. 


такой элемент а € À, что 4 (а) < d(x) для каждого x € A, затем при- 
менить результат теоремы 2.) 


37) Для того чтобы фильтрующаяся группа G была изоморфна 


подгруппе прямой суммы 2(), необходимо и достаточно, чтобы: 

1° G была архимедова; 2° каждое высшее множество в G явля- 
лось множеством конечного типа. (Показать, что условие 2° экви- 
валентно условию (МИН) (теор. 2) в упорядоченном моноиде 5} (4); 
для доказательства необходимости использовать упражнение 32а).} 


$ 2. Упорядоченные поля 
1. Гпорядоченные кольца 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 1. //усть дано коммутативное кольцо А; говорят, 
что структура порядка на А согласована с кольцевой структурой, 
если она согласована со структурой аддитивной группы А и y006- 
летворяет следующей akcuome: 

(УК) Из неравенств х>0 и у>0 вытекает, что xry> 0. 

Кольцо А, снабженное такой структурой порядка, называется 
упорядоченным кольцом. 


Примеры. 1) Кольца О и Z, упорядоченные обычным образом, 
являются упорядоченными кольцами. 


2) Произведение упорядоченных колец, снабженное структурой 
порядка произведения, является упорядоченным кольцом. В частно- 


сти, кольцо АЕ отображений множества Ё в упорядоченное кольцо А 
является упорядоченным кольцом. 

В упорядоченном кольце из неравенств 25 u 2>0 выте- 
кает, что 225» 72. В самом деле, эти неравенства эквивалентны 
соответственно неравенствам 2 — у>0, 2>0 u (x — y) z> 0. 
Этот результат показывает, что множество положительных 
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элементов упорядоченного кольца является мультипликативным 
упорядоченным моноидом. 

Можно аналогично показать, что неравенства х<0 u y>0 
{соответственно у<0) влекут неравенство 41; «0 (соответствен- 
но 20.0). Эти результаты обычно называют правилом знаков. 
Из них следует, что если А — совершенно упорядоченное кольцо, 
то всякий квадрат положителен, и, в частности, что всякий идем- 
потент (и единица, если она существует) положителен. 

Пример. В кольце Z имеется единственная структура совер- 
шенно упорядоченного кольца, являющаяся обычной структурой: 
в самом деле, 1 > 0, откуда по индукции п > 0 для каждого целого 
натурального n—0. Кроме этой структуры, на Z существуют и другие 
структуры упорядоченного кольца, но уже не совершенно упорядо- 
ченного (см. ниже). 

Замечание. Не следует думать, что всегда квадрат ненуле- 
вого элемента строго положителен, как это показывает пример кольца 
с нулевыми квадратами (гл. 1, $ 8), заданного на аддитивной совер- 
шенно упорядоченной группе. 

Пусть Р — множество положительных элементов упорядочен- 
ного кольца A. Известно, что Р определяет структуру порядка Ha А 
{$ 1, n° 3, предложение 3). Сказать, что А — упорядоченное коль- 
цо — значит сказать, что Р обладает следующими свойствами: 


(AP)P+PCP, (AP) РРСРР, (АР) РП(—Р) = {0}. 


В самом деле, условия (АР1) и (АР) означают, что аддитивная 
группа кольца является упорядоченной группой ($ 1, n° 3, пред- 
ложение ὃ), а условие (АР1т) совпадаетс (УВК). Напомним, что для 
того, чтобы отноптение порядка, заданное на A, было совершенным, 
необходимо и достаточно следующее условие: (APıy) P|) (—Р) = А. 

Пример. Если в Z в качестве Р взять множество положитель- 


‚ных (в обычном смысле) четных чисел, то мы получим структуру 
не совершенно упорядоченного кольца. 


Напомним еще, что в абелевой совершенно упорядоченной 
группе из соотношения nz = 0 (для целого натурального п # 0) 
следует равенство « = 0 ($ 1, n°3). Это дает нам следующий 
результат: | 

ПьЕдложеЕНИЕ 1. Всякое совершенно упорядоченное кольцо 
имеет характеристику нуль. 
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2. Jnopsadouenhue поля 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 2. Jlone, наделенное совершенной структурой 
порядка, называется упорядоченным полем, если структуры порядка 
и поля согласованы. 


Для полей мы ограничиваемся совершенным отношением порядка, 
так как другие случаи слишком «патологичны» (см. упражнение 5). 

Примеры. 1) Поле О рациональных чисел есть упорядочен- 
ное поле. 

2) Подполе упорядоченного поля с индуцированной структурой 
порядка есть упорядоченное поле. 

3) Поле действительных чисел есть упорядоченное поле. 


В упорядоченных полях правило знаков можно уточнить сле- 
дующим образом: если 2 >0 n y > 0, то cy > 0 (в самом деле, 
xy # 0). Это показывает, что неравенство х >0 эквивалентно 
21 >0, поскольку 211 = 1 >0. Строго положительные эле- 
менты поля образуют, следовательно, мультипликативную совер- 
шенно упорядоченную группу. С другой стороны, всякое упорядо- 
ченное поле имеет характеристику нуль (предложение 1). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 2. Шусть А — совершенно упорядоченная область 
целостности, и пусть К — ее поле отношений. В К существует 
единственная структура порядка, индуцирующая na А заданную 
структуру и превращающая К в упорядоченное noue. 

Каждый элемент ХЕ А записывается в виде x = аб!, где а 
и bE A. Если x положителен, то а и 6 одинакового знака, и обрат- 
но. Следовательно, видно отсюда, что если на А существует отно- 
шение порядка, удовлетворяющее заданным условиям, то оно 
единственно, и множество положительных элементов Р совпадает 
с множеством тех отношений аб", у которых аи 6 — элементы 
из А одинакового знака. Остается, следовательно, показать, что 
Р удовлетворяет условиям (APı), (4Ρτι), (AP) и (APıy). Это 
очевидно для (АРи) и (APıy). Для проверки (АР!) рассмотрим 
элемент ab! + cd”, где а, 6, с, d мы можем считать положитель- 
ными. Эта сумма записывается в виде (ad + bc) (bd) 1, и (ad + bc) 
и bd положительны. 

Для проверки (4Ρ||1) рассмотрим равенство вида αὖ-!-- --ο1-!, 
из которого следует, что ad + be = 0. Если предположить, что 
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элементы а и 6 одного знака и TO же самое для с и а, то правило 
знаков показывает, что ad и bc одинакового знака; отсюда выте- 
кает, что ad = bc = О иа = с = 0; следовательно, множество Р 
‚на самом деле удовлетворяет аксиоме (АР: 11). 


Пример. Поскольку 2 допускает единственную структуру 
совершенно упорядоченного кольца, то поле О допускает единствен- 
ную структуру порядка, при которой О — упорядоченное поле; это 
обычная структура порядка поля Q. 


3. Расширение упорядоченных полей 


ОпРЕДЕЛЕНИЕ 3. Пусть К — упорядоченное поле и Е — неко- 
торое расширение К. Говорят, что структура порядка на Е onpe- 
деляет на E структуру упорядоченного расширения поля К, если 
она определяет на Е структуру упорядоченного поля и если она 
индуцирует на К заданную структуру. 


Примеры. 1) Каждое упорядоченное поле К является упоря- 
доченным расширением поля О. В самом деле, так как К имеет харак- 
теристику нуль, оно является расширением поля О. С другой стороны, 
как мы только что убедились, О может быть упорядочено единствен- 
ным образом. 

2) Пусть К — упорядоченное поле, К (Х) — поле рациональных 
дробей от одной переменной над К. Определим структуру порядка 
в кольце многочленов К [Х], беря в качестве положительных эле- 
ментов те многочлены, у которых старший коэффициент положителен. 
Полученное таким образом кольцо совершенно упорядочено, причем 
отношение порядка в нем является продолжением отношения поряд- 
ка в К. Применяя предложение 2, определим в К (X) структуру 
упорядоченного расширения поля К. Для К = В можно показать, 
что определенное таким образом на К (Х) отношение порядка совпа- 
дает с порядком роста в окрестности -- со (см. предложение 4, кни- 
га IV, гл. У). 


ТЕОРЕМА 1. Дия того чтобы расширение Е упорядоченного 
поля К допускало структуру упорядоченного расширения поля К, 
необходимо и достаточно, чтобы удовлетворялось следующее 


условие: 
(УР) Из соотношения pixf +... + Pn&n = 0 следуют равен- 
ства Pıkı = Polo =... = Pnln = 0 для каждой конечной после- 


довательности (x;, Pi) пар, состоящих из элементов x; Е Е и поло- 
жительных элементов р; Е К. | 
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Условие (УР), очевидно, эквивалентно условию (YP) — 1 
не является суммой элементов вида ρα’, (x ЕЁ, рЕК, р>0). 
Условие является необходимым, поскольку элементы вида 
Dit? положительны, а равенство Di эквивалент- 
HO Dit; = 0. 

Чтобы доказать достаточность условия, мы определим сейчас 
на Е отношение порядка, построив часть Р С. Ё, удовлетворяю- 
щую условиям (APı), (АРи), (APıı) и (APıy), и содержащую 
множество AK ı положительных элементов поля А. Такая часть Р 
действительно будет определять Ha EL структуру упорядоченного 
расширения поля А, так как будет иметь место равенство К [] P = 
= А+; в самом деле, если бы множество Р содержало элемент 
—а <0из К, то элемент а принадлежал бы множеству P[) (—P), 
вопреки условию (АРии1). | 

Чтобы определить P, рассмотрим множество 9% частей поля E, 
удовлетворяющих аксиомам (АР), (АРи) и (АРти) и содержащих 
объединение А+. с множеством С квадратов элементов поля E. 
Это множество Mt не пусто, так как оно содержит множество Ру эле- 
ментов вида Zpixi (то, что Py удовлетворяет аксиоме (APıı) 

1 


немедленно следует из условия (УР)). Кроме того, 3% является 
индуктивным. Поэтому в силу теоремы Цорна существует мак- 
симальный элемент РЕ M, о котором нам остается доказать, что 
он удовлетворяет условию (APıy); а это вытекает из следующей 


леммы: 

Лемма. Пусть РЕЖ u x € P; тогда существует такое мно- 
жество P’ € M, что PC Р' и —xE P’. 

Положим Р’= P — xP и убедимся, что Р’ обладает рее 
мыми свойствами. Так как 0 ECC P, то PC P’. Отсюда СЕР” 
и А.С P’. Так как 1Е СС P, то —x€ P’. Имеем: P’  Ρ’ = 
=P-ıP P-aeP=PıP-—-ı:(P+P), С P—3:P = P, 
откуда следует условие (АР!). Имеем далее: P’P’ = (Р — xP) xX 

x (Р.— 25). = PP PP хх (PP + PP) CP СР — 
— «PC P — xP = P', откуда следует (АРи). 

Проверим, наконец, свойство (AP): пусть имеется ра- 
венство р — 24 = —(г — 2$), где р, 4, г, $ принадлежат р; от- 
сюда следует х ($ -5 0) = sp Ir, если $0: To == 
= ($ +9)? $ +q)(pt+tr)C CPPC P в противоречии c\ 

18* 


276 УПОРЯДОЧЕННЫЕ ГРУППЫ И ПОЛЯ ГЛ. УГ, $2 


предположением; следовательно, $ + g = 0, откуда р +r = 0; 
так как Р удовлетворяет (AP), то отсюда следует, что $ = 
=4 =г = р = 0, чем доказательство заканчивается. 

СЛЕДСТВИЕ («ТЕОРЕМА APruxA — ШРАЙЕРА»). Для mozo чтобы 
в поле Е существовала структура порядка, превращающая Е в упо- 
рядоченное поле, необходимо и достаточно, чтобы из равенства 
Е ee 0 океан ева 

Необходимость очевидна. Обратно, из данного условия выте- 
кает, что Е имеет характеристику нуль и, следовательно, может 
рассматриваться как расширение поля (}; тогда имеет место усло- 
вие (УР), и теорема 1 показывает, что в Ё можно определить 
структуру упорядоченного расширения поля Q, другими слова- 
ΜΙ, структуру упорядоченного поля. 


В поле E не может существовать структура упорядоченного поля, 
если —1 есть квадрат некоторого элемента. В частности, это справед- 
ливо для алгебраически замкнутого поля. 


4. Алгебраичесиие расширения 
упорядоченных полей 


В этом параграфе (за исключением предложения 8), мы будем 
отождествлять для краткости многочлены и полиномиальные функции. 
Это не представит неудобства, так как поля коэффициентов имеют 
характеристику нуль и, следовательно, бесконечны (гл. ТУ, $2, 
n° 5, предложение 9). 


Пусть К — упорядоченное поле и f многочлен над К. Мы ска- 
жем, что f меняет знак в К, если существуют два элемента 
а, БЕК такие, что f(a) | (ο) < 0; говорят тогда, что f меняет 
знак между а и 6. 

ПрЕдложЕНИЕ 3. Густь К — упорядоченное поле и f—nenpu- 
водимый над К многочлен, меняющий знав в К между а и 6. 
Поле E—KIX]/(f) допускает тогда структуру упорядоченного 
расширения поля К. 

Доказательство проведем индукцией по степени п много- 
члена ]. При п=1 имеем E=K, и утверждение тривиально. 
Пусть наше утверждение справедливо для всех степеней <п—1. 
Методом от противного докажем, что оно справедливо для п. 
B силу (УР)’мы можем предположить, что справедливо неко- 
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торое соотношение Bua 


1+ > Я (Х) = 0 (mod 7(Х)), rae HEKIX] и РЕК. 


Без ограничения общности можно считать, что степени много- 
членов ]; не превосходят п—1 (гл. V, $3, теорема 1). Имеем. 
тогда 


1+ > р (Х) =h (X) f (Х), 


где й == О— многочлен, степень которого не превосходит n—2. 
Заменяя в предыдущем равенстве Х на а и 6, видим, что 
й (5) f(b) >0 ий (а) 7 (а) > 0. Так как, согласно предположению, 
многочлен f меняет знак между а и b, то й (а) й (5) <0. Тогда 
неравенство того же вида выполняется для одного из неприво- 
димых множителей g(X) многочлена h(X): (а) г (5) < 0. Но 


{+ > pif? (Х) = 0 (mod g(X)), а это означает, что в поле К [X]/(g) 


нельзя ввести структуру упорядоченного расширения поля К 
(теорема 1), что противоречит предположению индукции, 


Замечание. Над упорядоченным полем К могут существо- 
вать неприводимые многочлены f, не меняющие знака в К, HO та- 
кие, что поле К [Χ]/(}} обладает структурой UCD Ne done расши- 
рения поля К (см. упражнение 17в)). 


Для применения предыдущего предложения нам понадобится 
следующий результат: 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 4. Пусть К — упорядоченное none и ]— много- 
член над К. Существует интервал в К, вне которого f имеет 
тот же знак, что и его старший член. 

Все легко сводится к случаю, когда {— унитарный многочлен; 
тогда можно записать f(x)=2"(1taat+...+a,2"). Пусть 


М = зар (1, |a:|+-..+[ an). 


При |x|> M имеем 1 а.х*-... Нах" > 0. Отсюда следует 
утверждение. 

СледствиЕ 1. Каждое алгебраическое расширение нечетной 
степени упорядоченного поля допускает структуру упорядочен- 
ного расширения. 

Каждое такое расширение, будучи простым Gr V:6 7, n°27, 
предложение 12), изоморфно полю вида K[X]/(f), где f —Henpu- 
1/2 18 н. Бурбаки 
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водимый многочлен нечетной степени. Достаточно показать, что 
f меняет знак (предложение 3), что немедленно следует из 
предложения 4. 

СлЕедствиЕ 2. Если а -— положительный элемент упорядочен- 
ного поля К, то поле корней многочлена x? — а допускает струк- 
туру упорядоченного расширения поля К. 

Утверждение тривиально, если а— квадрат в К. Если это не 
Tak, TO 2°?— a — неприводимый многочлен, меняющий знак, 
поскольку он <0 при х=0 и имеет знак 42, т. 6. >(, вне 
некоторого интервала из К. А тогда достаточно применить пред- 


ложение 3. 


Замечание. Если упорядоченное поле К содержит «квад- 
ратные корни» из некоторого положительного элемента а (корни 


многочлена z2— а), то в общем случае под V a понимается поло- 
жительный корень. Если поле К не содержит квадратных корней 
Би —b из элемента а, то поле корней многочлена 12 —а допускает 
две структуры упорядоченного расширения поля К, причем одно 
получается из другого К-автоморфизмом, определенным отображе- 
нием b—»—b; выбор одной из этих структур порядка опреде- 


ляет тогда V a; это будет тот из элементов 6, —b, который поло- 


жителен. 
Если a и а’— два положительных элемента из К, квадратные 


корни которых лежат в К, то У аа’ =(Уа) (V a’), как это следует 
из определения корня и правила знаков. 


5. Максимальные упорядоченные поля 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 4. Упорядоченное поле К называется максималь- 
ным, если каждое алгеб раическое упорядоченное расширение поля К 
совпадает с К. 


Пример. Мы увидим дальше (Общ. топол., гл. VIII), что 
поле Ю действительных чисел является максимальным упорядочен- 


ным полем. 


Существование максимальных упорядоченных полей выте- 


кает из следующей теоремы: | 

"ТЕОРЕМА 2. Каэкдое упорядоченное поле К обладает упо рядочен- 
ным алгебраическим расширением, которое является максималь- 
ным упорядоченным. полем. 


= PL ET RTE NETTER EEE ET EEE 
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Можно показать, что это последнее поле определяется с точ- 
ностью до А-изоморфизма *). 

Пусть О — алгебраическое замыкание поля К, и пусть $ — мно- 
жество упорядоченных расширений поля А, содержащихся в ©. 
Упорядочим множество % с помощью отношения «L является 
упорядоченным расширением поля M». Упорядоченное множе- 
ство X, снабженное этой структурой порядка, будет индуктив- 
ным: в самом деле, если (Z,) вполне упорядоченное семейство 


элементов из %, то поле Ё=|)Ё, можно упорядочить, взяв 
у 


[.. = (] (£4,)+, а тогда L— верхняя грань семейства L, (см. гл. V, 
L 


$ 2, предложение 3). В силу теоремы Цорна % содержит 
максимальный элемент ZH, удовлетворяющий — требованию 
теоремы. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 5. Пусть К — максимальное упорядоченное поле 
и |— многочлен из Κ[Χ], меняющий знак между двумя элемен- 
тами a и b из К. Тогда | имеет в поле К такой корень x, что 
DLL =, 

По крайней мере один из неприводимых множителей много- 
члена ] меняет знак между а и 65; пусть это будет h. Поле К [X]/(h) 
обладает тогда структурой упорядоченного расширения поля К. 
Следовательно, оно совпадает с К и Й имеет степень 1. Так как 
h (а) № (6) < 0, единственный корень x многочлена h удовлетво- 
ряет неравенству а < т < 6, поскольку многочлен первой сте- 
пени является монотонной функцией. 

Предложение 5 дает, в частности, 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 6. Каждый положительный элемент максималь- 
ного упорядоченного поля К имеет в К квадратный корень. К аждый 
многочлен нечетной степени над К имеет по крайней мере один 
корень в К. 

Это непосредственно следует из следствий 9 и À предложения 4. 

Следствие. Максимальное упорядоченное поле К не допускает 
иных, кроме имеющейся, структур порядка, согласованных со струк- 
турой поля. 

В самом деле, положительные элементы поля К определяются 
его алгебраической структурой: они являются квадратами. 


*) Смотри Ван-дер-Варден, Современная алгебра, 1-е изд. , τ. 1. 
18* 
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6. Харавтеризация максимальных 
упорядоченных полей. 
Теорема Эилера—Лагранжа 


Свойство, установленное в предложении 6, характеризует 
максимальные упорядоченные поля. Более точно: 

ТЕОРЕМА 9. (ЭйлЕР — ЛАгГРАНЖ). Пусть К — упорядоченное 
none. Следующие три свойства эквивалентны: 

a) Поле K(i) алгебраически замкнуто (i один из квадратных 
корней из —1). 

6) one К является максимальным упорядоченным полем. 

в) Каждый положительный элемент в К является квадратом, 
и каждый многочлен над К нечетной степени имеет корень в К. 
| Ясно, что а) влечет 6): в самом деле, К обладает, с точностью 
до изоморфизма, двумя алгебраическими расширениями: самим À 
и К (i) . Последнее не может быть упорядоченным, так как —1 
является в нем квадратом. 
_ Для доказательства импликации 6) > в) нужно лишь при- 
менить предложение 6. Остается показать, что из в) вытекает а). 
Это является результатом двух следующих предложений: 

Предложение 7. Лусть К— упорядоченное поле, каждый поло- 
жительный элемент которого есть квадрат. Тогда каждый эле- 
мент поля К (1) есть квадрат и каждый многочлен над К (i) второй 
степени имеет корень в К (i). 
_ Покажем сначала, что второе утверждение следует из первого. 
Многочлен второй степени ax? + be + с можно записать в сле- 
дующей форме, которая часто называется канонической формой 


| трехчлена: 
| b\2  b2—4ac 
a( (+3) в“). 


Если d — квадратный корень из (b? — 4ac)/4a?, то d — (b/2a) 
есть корень заданного многочлена второй степени. 

Покажем теперь, что каждый элемент a + 6;(а6 К, DE К) 
является квадратом. Найдем такой элементх + у;, что (x + y;) = 


= а + b;; это равенство можно записать в виде двух таких pa- 
венств: 27 — y? = аи 2xy = 6. Отсюда получаем 


(ду) = a? + OF. 
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Обозначая через с положительный квадратный корень из а? + L?, 
получаем с > |а|,с > |6| ua? | у =с. Отсюда x? = (с + a)/2 
и y? = (с — а)/2. Так как с 2 а|, то эти уравнения разрешимы 
в К, и если αρ и Yo— одно из решений, то αὖ — yo = 0 u 2XoYo— 
= + b. Взяв x = x, иу = b/2%5, получим искомый квадратный 
корень. 

ПрЕдложеЕНИЕ 8. Пусть К — поле. (произвольной характери- 
стики). Пусть К и К’= K(i) таковы, что: 

а) каждый многочлен нечетной степени над К имеет ko- 
рень в К, 

6) каждый многочлен второй степени над К’ имеет корень 
в К’. Тогда Κ’ алгебраически замкнуто. 


Обозначим через а элемент, сопряженный с элементом а € А’, 
другими словами, образ а при А-автоморфизме поля К’, опре- 
деленном отображением i > —i. Для каждого многочлена f над 
К’ обозначим через { многочлен, все коэффициенты которого 
сопряжены с коэффициентами многочлена f. Достаточно показать, 
что каждый многочлен над К имеет корень в А’. В самом деле, 


пусть f — многочлен над К’; тогда многочлен над К g = ff имеет 
корень в Κ΄, который будет корнем либо для f, либо для f. В этом 
последнем случае элемент, сопряженный с этим корнем, будет 
корнем для f. 

Пусть теперь f — многочлен над À степени 27р, где р He- 
четно. При п=0, в силу условия a), f имеет корень в К. 
Проведем доказательство индукцией по п. Пусть E — расши- 
рение поля КА, в котором f разлагается на линейные множители: 


f (Х) =П (XxX — а). Пусть 6 ЕК; образуем многочлен A, 


корнями которого являются элементы 
Yij =a; +a;+ baja; ел. 

Коэффициентами этого многочлена будут симметрические функ- 
‚ции от переменных а; с коэффициентами из А; следовательно, 
й — многочлен над K (гл. У, Приложение 1); так как он имеет 
‚степень 2"p(2"p — 1)/2 = 2η-1ῃ' (р нечетно), то он имеет корень 
Yij, лежащий в К’, в силу предположения индукции. Если при- 
нять во. внимание, что это верно для каждого БЕК и что 
К — бесконечное поле (в самом деле, конечное поле, имеющее 
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произвольно большие простые распгирения нечетной степени (гл. V, 
$ 11, предложение 3), не может удовлетворить условию a)), то 
отсюда следует существование по крайней мере одной пары (iJ) 
такой, что а; +a; + baja; Е K’ wa; +a;+ b'a;a; Е К’, где 6 == 0’. 
Тогда элементы а; + a; и ajay лежат в К’, и, следовательно, 
а; и a;— элементы из А’, поскольку они являются корнями урав- 
нения второй степени 27 — (а; + a;) 2 + aja;= 0. Это доказывает 
требуемое. 
Пусть К — упорядоченное поле, и пусть К’ = К (i); для каждого 
элемента 2 = a + ὦ; Е К’ норма zz = a?+ 5? элемента 2 над полем К 
(гл. \, $ 10, n° 6) является положительным элементом поля К, KOTO- 
рый равен нулю лишь при z = 0. Если в К каждый положительный 
элемент является квадратом (если, в частности, К — максимальное 
упорядоченное поле), назовем абсолютным значением элемента 2 


и обозначим через | | положительный квадратный корень из нормы 22. 
Так как. | zz’ |? = [2112 то [22 | = 21]: | 
Кроме того, имеет место неравенство треугольника 


1-2” [< [21- [27| 


для каждой пары элементов 2, 2’ € К’. В самом деле, если z = a + bi, 
2’ = a’ + b'i, это неравенство эквивалентно следующему: 


(а-На’)? +(b-+b’)2 < α-}- δ2-|-α’3-}-ῥ'ᾱ-}-.2 V (a2+ 2) (а? δ' 3); 


или еще: 
(aa’ + bb’)? < (a? + 52) (a’2-+ ὃ” ἃ), 


которое записывается в виде (ab — ba’)? > 0. 


Теорема 3 позволяет нам найти все неприводимые многочлены 
над максимальным упорядоченным полем. 

ПрРЕдложеЕНИЕ 9. Если К — максимальное упорядоченное noue, 
то единственными неприводимыми над К многочленами являются 
многочлены первой степени и многочлены второй степени ax” + 
+ bx +c, у которых δ᾽ — 4ас< 0. 

Так как поле À (1) алгебраически замкнуто, каждое алгебраи- 
ческое расширение поля А имеет либо первую, либо вторую сте- 
пень, и следовательно, лишь многочлены первой или второй сте- 
пени могут быть неприводимыми над А. Чтобы увидеть, какие 
из многочленов второй степени неприводимы, достаточно написать 
каноническую форму трехчлена а ((x -+ (b/2a))? — (b? — 4ac)/4a?) 
(ср. предложение 7). 
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Замечание. Рассмотрение канонической формы трехчленов 
дает более сильный результат: пусть А — упорядоченное поле; для 
того чтобы многочлен второй степени над К ax? + 6х + с имел в К 
постоянный знак, необходимо и достаточно, чтобы 6? — 4ac < 0, 
и знак многочлена в этом случае совпадет со знаком а. 

Упражнения. 1) Пусть А — совершенно упорядоченное 
кольцо и В — подкольцо в À. 

а) Элемент 2 Е А называется бесконечно большим относительно В, 
если | y [<< | x | для каждого y € B. Показать, что множество эле- 
ментов из A, не являющихся бесконечно большими относительно В, 
образуют подкольцо F (В) в А, содержащее В. 

6) Элемент x € À называется бесконечно малым относительно В, 
если [x |< у для каждого y € B, y > 0. Если кольцо А обладает 
единицей, принадлежащей В, и если для каждого y € В такого, что 
QO < у, существует такой элемент 2 € В, что 0 < z < y, то множество 
элементов из А, бесконечно малых относительно В, образует под- 
кольцо J (В) 8 A. Если, кроме того, для каждой пары таких элементов 
у, 2 из В, что 0 < y << z, существует такой элемент x € В, что 0 < ασ«γ, 
To J (В) является идеалом в F (В). 

2) Пусть А — совершенно упорядоченное кольцо. Пусть и — 
‘множество нильпотентных элементов из А (являющееся идеалом в À); 
каждый элемент кольца A, не принадлежащий и, является бесконечно 
большим относительно N. Фактор-кольцо А/м совершенно упоря- 
дочено ($ 1, упражнение 4) и не имеет делителей нуля. 

3) Пусть Р — множество элементов поля О, образованное нулем 
и рациональными числами, не меньшими (в обычном смысле) чем 
‘единица. Показать, что Р удовлетворяет аксиомам (APı,), (APjı) 
и (АРиу. 

*4) а) Пусть К — поле, Р — часть из К, удовлетворяющая 
‘условиям (A Py) (АР1т) и (АРит и такая, что K?C P (где К? — мно- 
жество квадратов элементов из К); показать, что если х>0 при 
структуре порядка, определенной множеством P,;,To 2-1 > 0; вывести 
отсюда, что множество К* строго положительных элементов из К 
является подгруппой мультипликативной группы поля К. 

6) В поле О единственным множеством P, удовлетворяющим усло- 
вию а), является множество тех рациональных чисел, которые > 0 
(при обычном порядке). 

в) Пусть Р — часть в К, удовлетворяющая условиям (АРТ, 
(A Py), (АРит), такая, что 1 ЕР, и пусть при порядке, определенном 
‘множеством Р, из первенства x > 0 следует, что 271 > 0. Показать, 
‘что для положительных у и Z из у? > 27 следует, что y > 2. Вывести 


-отсюда, что для любого y >0 2 yty')>1i—n! для каждого 


целого п > 0. (Заметить, что (y—+y 1)" > 8 для всякого целого 
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т >> 0.) Вывести отсюда, что если структура порядка аддитивной 


‚ группы поля К, определенная множеством P, архимедова ($ 1, упраж- 


нение 31), то (у — 2)? > 0`для каждой пары у, 2 элементов из Р; если 
К’ — подполе в К, порожденное множеством P, то x? > 0 для каж- 
дого ЕК’. 

cr) Пусть К = В (X) — поле рациональных дробей от одного 
переменного над полем В; пусть Р — множество, образованное нулем 
и теми рациональными дробями u€ К, для которых при каждом 
действительном числе # значение u (1 определено и больше нуля. 
Показать, что Р удовлетворяет условиям в) и порождает К, но что 
существует такой элемент v Е К, что v? EP. 

9) Пусть К — поле, Р — его часть, определяющая в К струк- 
туру решеточной упорядоченности, согласованную с кольцевой 
структурой поля К. | 

а) Показать, что если х==0 — такой элемент, что (xt) 1 > 0, 
vo (xx) = rt); 

6) Вывести отсюда, что если неравенство x > 0 влечет неравен- 
ство 21 > 0, то К совершенно упорядочено. 

6) Поле К = Q (X) рациональных дробей от одной переменной 
над полем О порождается множеством К? своих квадратов. Показать, 
что множество Р сумм квадратов элементов из К определяет не реше- 
точную упорядоченность, согласованную с кольцевой структурой 
поля К, при которой из u > 0 следует, что и! > 0. 

7) Для того чтобы в поле К, имеющем характеристику -Ε2, 
каждый элемент был равен сумме квадратов некоторых элементов, 
необходимо и достаточно, чтобы —1 представлялась в виде суммы 
квадратов. (Заметить, что каждый элемент из К есть разность двух 
квадратов.) 

*8) Пусть А — непустая часть поля К характеристики, отличной 
от 2; поле К называется А-упорядочиваемым, если ни один элемент 
из А не является суммой квадратов элементов из К. Поле К назы- 
вается упорядочиваемым, если на К можно ввести совершенную струк- 
туру порядка, согласованную с кольцевой структурой поля К. 

а) Показать, что если поле К А-упорядочиваемое, то оно упоря- 
дочиваемо и, следовательно, имеет характеристику нуль. 

6) Показать, что всякое алгебраическое расширение и всякое 
чистое расширение нечетных степеней А-упорядочиваемого поля К 
сами являются А-упорядочиваемыми полями (рассуждать как в пред- 
ложении 3). 

в) Пусть К — А-упорядочиваемое поле и пусть элемент БЕК 
не может быть представлен в виде са — d, геаЕ A, ac ud — суммы 


квадратов элементов из К. Показать, что поле К (V b) А-упорядо- 


чиваемо. 
г) Поле К называется максимальным А-упорядочиваемым, если 


не существует отличного от К алгебраического расширения поля К, 
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являющегося А-упорядочиваемым. Показать, что максимальное А-упо- 
рядочиваемое поле К обладает следующими свойствами: 1° поле К 
пифагорово, т.е. каждая сумма квадратов элементов из К есть квадрат; 
2° ни один элемент из À не является квадратом; 3° каждый элемент 
ΓΕΝ из К, He являющийся квадратом, представим в виде с?а — d?, где 
a € A; 4° каждый многочлен из К [|X] нечетной степени имеет в К 
τ | по крайней мере один корень (использовать 6) и B)). 
à x) Показать, что если поле К удовлетворяет четырем условиям г), 
| то каждый алгебраический над К элемент является элементом 29-й 
степени над К. (Рассуждать, как в предложении 8 индукцией по экспо- 
ненте 2 в степени рассматриваемого элемента.) Показать, с другой 
стороны, что никакое квадратичное расширение поля К не является 
А-упорядочиваемым. Вывести отсюда, что поле К является макси- 
_мальным А-упорядочиваемым *). 

е) Пусть К — А-упорядочиваемое поле, Q — алгебраически замк- 
нутое расширение поля К. Показать, что существует максимальное 
А-упорядочиваемое поле В, содержащееся в Q и содержащее К. 
(Использовать 0), в) ид).) 

9) Пусть 4 — целое натуральное число, не являющееся квадра- 


том; в поле K—Q (У ο) пусть А состоит из —1 из У 4; показать, что 
поле К А-упорядочиваемо. Показать, что существует алгебраическое 
расширение E поля К, являющееся упорядочиваемым, пифагоровым 
и таким, что каждый многочлен над Ё нечетной степени имеет в поле Ё 
корень, но что в E нельзя ввести структуру максимального упорядо- 
ченного поля: (Рассмотреть максимальное А-упорядочиваемое рас- 
ширение поля К.) 

*10) а) Пусть К — упорядочиваемое поле, Е — его расширение 
Галуа. Показать, что либо Е упорядочиваемо, либо существует 
упорядочиваемое алгебраическое расширение F поля К, содержащееся 
в Е и такое, что Е является квадратичным расширением поля F. 
(Использовать теорему 1, гл. У, $ 10). 

6) Показать, что многочлен Х4-- 2 неприводим под О и что если 
К — расширение 4-й степени поля О, получаемое присоединением 
к О корня этого многочлена, то К не содержит никакого упорядочивае- 
мого подполя, отличного от О. (Определить подполя поля К с помощью 
} теории Галуа.) 

11) Пусть К — упорядоченное поле и С — его подполе: 

а) Показать, что для того, чтобы элемент х==0 был бесконечно 
большим относительно С (упражнение 1), необходимо и достаточно, 


*) Использовать теорию Галуа и следующий результат теории групп: 
пусть дана конечная группа Г порядка р9, где р — простое число, и подгруп- 
па AAT группы Г; тогда существует подгруппа Δρ группы Г порядка pet, 
: содержащая A (см. Н. Zassenhaus, The theory of groups, New York, 
| Chelse Publ. Co., 1949, стр. 107 (cm. также М. X ou a, Теория групп, ИЛ, 
| Москва, 1962, стр. 59. (Прим. nepee.)). 
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чтобы x"! был бесконечно малым относительно G. Говорят, что поле К 
сравнимо с С, если в К не существует бесконечно большого OTHOCH- 
тельно G элемента (и, следовательно, не существует отличного от нуля 
бесконечно малого относительно G элемента). Для того чтобы поле К 
было сравнимо со своим простым подполем Ὁ, необходимо и достаточно, 
чтобы аддитивная группа поля К была архимедова ($ 1, упражнение 31) 
и, следовательно, чтобы К было изоморфно подполю поля R ($ 4, 
упражнение 33 в)). 

6) Показать, что в кольце F (С) элементов из К, не являющихся 
бесконечно большими относительно С, множество J (С) бесконечно 
малых относительно С элементов является максимальным идеалом; 
кроме того, структура порядка в факторкольце К (<) = F (G)/I (G), 
индуцированная структурой порядка кольца F (С) ($ 1, упражнение 4), 
совершенна и согласована с кольцевой структурой. 

в) Показать, что каждый класс по mod J (G) может содержать 
лишь один элемент из @. Вывести отсюда, что каноническое отображе- 
ние поля С в К (G) является изоморфизмом упорядоченного поля С 
на подполе С’ упорядоченного поля К (G) и что К (С) сравнимо с С’. 

12) Пусть К — максимальное упорядоченное поле, f — много- 
член над А, аи 6 — два корня многочлена f в К такие, что a< b 
и f не имеет корней между а и 6. Показать, что если g — рациоталь- 
ная дробь над К, знаменатель которой не обращается в нуль при 
а < т < b, то уравнение f(x) g (x) + f’ (x) = 0 имеет нечетное число 
корней в (а, 6) (использовать предложение 5). Вывести отсюда, что 
если. й — рациональная дробь над К, обращающаяся в нуль между 
а и 6, знаменатель которой не равен нулю в (а, 6), то уравнение 
й' (x) —0 имеет по крайней мере один корень в (а, 6) («теорема 
Ролля»). 

13) Пусть К — максимальное упорядоченное поле, À — рацио- 
нальная дробь над К, la, 6] — замкнутый интервал, в котором h 
всюду определена. Показать, что существует такой элемент с Е (а, 6), 
что ἦν (5) — h (а) = (6 — а) № (с) («теорема о среднем»; использовать 
«теорему Ролля», см. упражнение 12). Вывести отсюда, что для того, 
чтобы h (x) был возрастающей функцией в [а, 6], необходимо и доста- 
точно, чтобы выполнялось неравенство h’ (x) > 0 в этом интервале 
(для доказательства необходимости разбить этот интервал корнями 
уравнения h’ (x) = 0). 

*14) a) Пусть К — максимальное упорядоченное поле, EL — 
подполе в K m f — многочлен над E; показать, что все корни много- 
члена f, лежащие в А, принадлежат F (Е) (упражнение 116)) (исполь- 
зовать предложение 4). Вывести отсюда, что если G — подполе в К 
и ЕС К — расширение поля G, сравнимое с С (упражнение 11), 
то множество элементов из К, алгебраических над E, образует макси- 
мальное упорядоченное поле, сравнимое с С. 

6) Вывести из а), что поле К (G) (упражнение 11) при условиях 
упражнения 14а) является максимальным упорядоченным полем. 
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в) Пусть f — многочлен над С степени > 1. Доказать, что для 
того, чтобы элемент f({) был бесконечно большим относительно G, 
необходимо и достаточно, чтобы элемент # был бесконечно большим 
относительно G; для того чтобы f(t) был бесконечно малым относи- 
тельно G, необходимо и достаточно, чтобы # было равно (mod / (G)) 
корню многочлена ] в К. (Разбить К на интервалы корнями многочле- 
нов f и}, лежащими в К, и использовать упражнение 13; заметить, 
что если x < &и элемент x € К несравним (mod J (G)) с &, то существует 
такой y€ K, что ea<y<tuy—xreG.) 

*15) Пусть К — максимальное упорядоченное поле. Рассмотрим 
в поле рациональных дробей К (Х) структуру порядка, при которой 
К (X) является упорядоченным расширением поля К. Показать, что 
эта структура определяется множеством А тех x € К, которые мень- 
ше X (показать, что знак каждого многочлена f над К определяется 
множеством А, используя предложение 9). Обратно, показать, что 
каждому множеству А С. К такому, что из x € À U Yy< X вытекает, 
что y € À, соответствует на К (Х) структура упорядоченного расшире- 
ния, при которой А совпадает с множеством тех X € К, которые мень- 
ше Х (тем же методом). Если А обладает наибольшим элементом, или 
СА наименьшим элементом, либо если А = К или А = ф, то структура 
порядка, определяемая на К (Х) множеством А, такова, что К (X) 
несравнимо с К. Если, наоборот, А и СА не пусты и если не существует 
ни наибольшего элемента в А, ни наименьшего элемента в СА, то поле 
К (X) сравнимо с К. 

16) Используя упражнение 15, дать пример поля E, наделенного 
несколькими структурами упорядоченных полей, которые He могут 
быть получены одна из другой с помощью автоморфизма поля E. 
Используя это, дать пример поля E, наделенного структурой порядка, 
согласованной с кольцевой структурой, но при которой E He решеточ- 
но-упорядочено (рассмотреть диагональ множества E X E и исполь- 
зовать упражнение 5). 

*17) а) Если К — архимедовски упорядоченное. поле (упражне- 
ние 11a)), хиу — два элемента u3 X такие, что 2 < у, показать, что 
существует такое число r € О, что х< г< у. °Вывести отсюда, что 
не существует других упорядоченных подполей поля = изоморф- 
ных K., 

6) B поле К = Q(X) рассмотрим структуру порядка, при кото- 
рой X > 0 и X бесконечно велик относительно О (упражнение 15). 
Показать, что поле К сравнимо со своим подполем Q (X?) и дать при- 
мер двух элементов X, у из К таких, что 2 < у, и не существует эле- 
мента из О (X?), лежащего между 2 и y. 

в) Пусть К — упорядоченное поле, определенное в 6); показать, 
что многочлен f(Y) = (Y? — X) (У? — 4X) — 1 над К неприводим, 
но обладает корнями в каждом максимальном упорядоченном расши- 
рении поля К и что f (a) N 0 AA всех a € К. 
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*18) Пусть К — упорядоченное поле, Е — чистое расширение 


поля К, (X,),er — чистый базис расширения E (гл. У, $ 5, опреде- 


ление 1). | 

а) Если поле К архимедово, то для того, чтобы в Е можно было 
ввести структуру упорядоченного расширения поля К, при которой Е 
сравнимо с К, необходимо и достаточно, чтобы мощность множества J 
была не больше мощности базиса трансцендентности поля А над К 
{где К рассматривается Kak подполе поля А; см. упражнение 17a)). 
Множество всех таких структур тогда эквивалентно множеству взаим- 
но однозначных отображений } множества Г в А таких, что f (J) — 
алгебраически свободная система над К. 

6) Если поле К не архимелдово, то на Е всегда существует по край- 
ней мере одна такая структура упорядоченного расширения поля К, 
что Е сравнимо с К. (Когда J состоит из одного элемента, использо- 
вать упражнение 15, замечая, что О не может иметь верхнюю грань 
в К; распространить на общий случай с помощью теоремы Цорна.) 

19) °Пусть К — подполев R, 0 — действительное число, алгебраи- 
ческое над К. Показать, что число структур упорядоченного расшире- 
ния в поле К (9) над К равно количеству действительных чисел, сопря- 
женных с 0 (использовать упражнение 14а) и 17a))., 

*20) Пусть К — максимальное упорядоченное поле, G — подполе 
в К. Показать, что множество расширений поля G, сравнимых с G 
и содержащихся в А, индуктивно; если Hy — максимальный элемент 
этого множества, показать, что Hy изоморфно полю К (G), определен- 
ному в упражнении 11 6) (доказать, что каноническое отображение 


Е (С) на К (С) отображает Ερ на К (G), установив вначале при помощи 


упражнения 14а), что Ey — максимальное упорядоченное поле, потом 
© помощью упражнения 15, что в К (G) не существует элемента, транс- 
цендентного над каноническим образом поля Ep). 

21) а) Пусть К — максимальное упорядоченное поле, ти М — 
два элемента из А, причем т < М. Показать, что каждый многочлен 
f€ K(X), положительный в интервале [т, М], представим в виде 
суммы многочленов вида (aX + В) =?, где ge K [X], а многочлен 
aX + В положителен в [m, М]. (Для многочленов первой степени это 
очевидно, а для многочленов второй степени можно воспользоваться 
следующими формулами: 


(Χ--α) (X—b) =(X —0)2+(b— a) (X —b), 


[X —a) (b—X) =((X —a) (b—X)? + (b—X) (X —a)?)/(b — a) 


при α« 6.) 

6) Показать, что результат упражнения а) не всегда справедлив, 
если К — произвольное упорядоченное поле. (Заметить, что много- 
член может быть положителен в К, но не в максимальном упорядочен- 


ном расширении поля К; см. упражнение 17в).) 
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*22) а) Пусть Е — алгебраическое замыкание поля К, являющееся 
расширением поля К степени 4 ‚где 4 — простое число. Показать, что 
поле К совершенно (гл. У, $ 8, n° 1). 

6) Показать, что 4 не равно характеристике поля К (гл. У, $ 11, 
упражнение 96)). | 

в) Показать, что К содержит корни 4-й степени из 1, и что E являет- 
ся полем корней неприводимого над К многочлена ΧΙ — а; вывести 
отсюда, что 4 =2 (в противном случае из упражнения 12, $ 11, гл. У 


следует, что а неприводим). Показать, кроме того, что — а 
является квадратом в К (упражнение 12, $ 11, гл. У), но что —4 
не является квадратом в К и что Е = К (i) (i? = — 1). | 


г) Предположим теперь, что К таково, что его алгебраическое 
замыкание Ё имеет конечную, отличную от 1 степень над К. Показать, 
gro ié Ки что Е = К (i) (если E+ K (i), то из теории Галуа следо- 
вало бы, что существует такое поле F, что K (i) C Ες Е и что Е 
имеет простую степень над F; применить в)). | 

Вывести отсюда, что К максимальное упорядочиваемое поле 
(следовательно, в нем можно ввести некоторую структуру максималь- 
ного упорядоченного поля) (показать индукцией по п, что каждая 
сумма п квадратов элементов из К является квадратом элемента из К; 
для доказательства того, что а? + 5? является квадратом, рассмотреть 
квадратные корни 2 -- iy из элементов a + ib в поле К (i)). 

*23) Пусть К — некоммутативное тело. i 

a) Показать, что если часть P € К удовлетворяет. условиям 
(AP), (APır), (APt11) u (APıy), то свойства упорядоченных полей, 
изложенные в n° 1 и 2, распространяются на «некоммутативное упоря- 
доченное тело» К, и что Р содержит множество С сумм произведений 
квадратов элементов из К. 

6) Показать, что Р содержит коммутаторы хух Ту! элементов 
из К (показать, что каждый коммутатор есть произведение квадратов; 
заметить, что в факторгруппе @ группы К* по подгруппе произведений 
квадратов каждый элемент имеет порядок 2, и следовательно, 
С абелева). 

в) Показать, что если —1 не является суммой произведений квад- 
ратов, то в А существует часть Р, удовлетворяющая условиям 
(АРТ), (APıı), (АРТ и (A Pry) (следуя доказательству теоремы 1). 

г) Пусть G — упорядоченное поле и о — отличный от тождествен- 


ного автоморфизм поля С. Рассмотрим (некоммутативное) тело К 
oo 


«формальных левых рядов» У an X" (a, EG), где X"a = ση (a) X” 
Е n=—h x 

(гл. IV, 8 5, упражнение 10r)). Пусть о отображает каждый положи- 

тельный элемент из G в положительный элемент; показать, что множе- 

ство Р тех элементов из К, ненулевые члены наименьшей степени 

которых имеют положительный в G коэффициент, удовлетворяет усло- 

виям (АРт), (АРи), (АРт), (АРту) и определяет в К структуру 
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упорядоченного некоммутативного тела. Показать, что в качестве по- 


ля G можно взять поле (обычных) формальных степенных рядов О ((У)), 


а в качестве положительных элементов этого поля — множество фор- 
΄ CO г 


мальных рядов > `, Уп, ненулевые коэффициенты в членах наи- 
n=—h | 

меньшей степени которых положительны; автоморфизм с определим 
€ помощью равенства с (У) = 2Y; тогда тело К называется «телом 
формальных рядов Гильберта». 

°n) Показать, что некоммутативное тело не может быть архиме- 
довски упорядоченным (применить предложение 1 Общ. топол.., 
гл. У, $2 к мультипликативной группе положительных элементов 
тела). 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Глава $ n° 


NE ie ate eu IV 41 
X, (переменная)... . IV 1 1 
AIX er Al $1? Χαν. 


ER Fae, RS AT à AT ΕΑ 
p 
4.[Χ], A [X, Fr 2], 
AIR here а IV. а 
deg u, deg,u(u— нену- 


левой MHorouJex) . . IV 1 3 


f(x) ({— многочлен од- 

ной переменной) : . IV 2 1 
i [x], f ((x,)), f(x, eee 

Zi) (/ — многочлен, 

x, —попарно перестановочные 

элементы) . . à «... à par a 
Ala], Alélien Ali 

т, sees ti |, A[M] IV 2 1 
γῶν. Τ(Χι, Xo, cory Xp) 

(/— многочлен, X,— 

переменные). 5; .[ 22 
F (}— многочлен) ... . IV 2 3 
us Κ(Χι, Х..... 


j (æ), ΠΟΙ (/— рацио- 

нальная дробь, X= 

== (x,) — семейство, до- 

пускающее — подста- 

ВОК В. ΙΝ ᾱ- 8 
K (x), К (т, ЕТ, 

НИ сах а 


Глава 


7 ((4,)), (X, Xo, wey Xn) 
(f — рациональная 
дробь, Х; — перемен- 
HELO te sut IV 
Af, Af (Ags Coy р 


IV 


ee Men went POLE, a. 


5 Хр; РЕ 


θες 
Dif, BER ОХ: ' IX: 


(/— многочлен) . . . IV 

af 

Dt, ях 
член одной перемен- 

ое. IV 
[D1, Do] (Di, Do — диффе- 
ренцирования ал-. 

гебры) 


ee (f — много- 


:. 9 (Е) (Е алгебра) . . IV 


Fe (/— многочлен с ко- 
эффициентами из А, 
р — дифференцирова- 
ние в 4) 


OF 
Dif, OX,” Ix, (f — раци- 


ональная дробь) . . . IV 


of 

ee (f — рациональная 
дробь, (x;) — семей- 
ство, допускающее 


подстановку в f) . . IV 


n° 


CO 
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Глава $ n° 


AlXillier AUX: 


X κ ἂν X; ll 

@(u), @y(u) (u—dop- 
мальный ряд) 

У ил, en. hs is 

ЛЕТ, 1 2 
hu be (lungen 
суммируемое семей- 


ство формальных ря- 
дов) 
f (U4, из, ...» Up) (f — фор- 
мальный ряд, U;— 
формальные ряды без 
свободного члена). . 
& (Хз, |, ..., ἄρ), 
р. ha Gace vante 
© (и) (и — формальный 
ряд из К ((Х))) . . . 


_ du 
Du, aX; (u — формаль- 


ный. DAW) es ees 
du бы, A 
Yu, ..., Ур) (и—фор- 
мальный pA)... . 
AP (А— часть поля, Xa- 
рактеристическая экс- 
понента которого р) 
dim-alr£E, dimg£ (E— 
расширение поля К) 


IV 


IV 


IV 


IV 


УКАЗАТЕЛЬ ОБОЗНАЧЕНИЙ 


Глава $ 
Ок (К — подполе Q) . . У 7 
ep? HB = Re, V 8 
Pg ae. sd 
(К —поле, xapakrtepu- 
стическая экспонента 
которого р) V.:8 
ERBETEN 8 
Ме/к (x), М (2), N(x) У 10 
Trex (5); Tie tz), ‘Fr (x) Υ.10 
EN ch ee RS RES RE У 11 
FE ее У 11 
а Paes a ea Be ¥ 4 
BE tray ee У 11 
L'EST AT р Ne VI 1 
Πολωνοί VI 1 
= £ (мову): VI 1 
sup,,%, (F— часть γπο- 
рядоченного множе- 
стра: В VE: 
H. о. д (ti), н. ο. K(x;) VI 1 
xt, +, |x| (x —элемент 
решеточно-упорядо- 
ченной группы)... VI 1 
Va (@a> 0 — элемент 
упорядоченного поля) VI 2 
|2| (2-—элемент К (i), 
где Кр— упорядочен-. 
ное поле и i2——1 VI 2 


> μῶν 


OT DPD NP oO DE »5 


< οο 


11 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ 


Абелево замыкание поля У, 10, 
— расширение . у, 10, 
— уравнение .. У, 10, 
Абсолютное значение | 

СЕК (i) (К — упоря- 

доченное поле) CNE, 
— — в решеточно-упо- 

рядоченной группе . VI, 1, 

_ Алгебра градуированная IV, 1, 
— многочленов a à DEEE De 
— формальных  cmenen- 

ных рядов ee В. 
Алгебраически зависимые 

элементы Ме, 
— замкнутое поле. Vy 4; 
— — — в расширении У, 5, 
— независимые — элемен- 

Mb ba RS NE Ἵν, ао: 
— разделенные pacwupe- 

TC DAT ER γι οὶ 
— свободная система .. У, 9, 
— — часть ές yo 
— свободное семейство . У, 5, 
— связанная система Wir», 
— — часть eee, κ. Ὅν 
— связанное семейство . У, 5, 
Алгебраический элемент 
` над полем. ь ая 
Алгебраическое замыка- 


HUE NO AR ST Eu ede 
-- — поля в расширении 
— расширение поля .. 
Артина теорема . 


= 


καλος En. IS 
Soc m 


n° 


w Co 65 


CO > 


=>. 


m DO 65015 


О, ὅσο es N 


Глава $ n° 


Артина — Шрейера meo- 


рема at ares feat 6 een = 
Ассоциированные элемен- 

ты я 
„Базис линейный расшире- 

Δ NS За Re “ΘᾺ 
— сепарабельный транс- 

цендентности pacwu- 

рения | У. κ 
— трансцендентности 
| расширения Е: 
Биквадратичная форма . IV, 1, 
Бинарная форма . IV, ᾱ- 
Bec однородного элемен- 

та градуированной 

алгебры Er -. 
Bsaumno простые много- 

члены м, À, 
— — элементы ak ee 
Внутренне дифферен- 

цирование τ. ἘΝ; ἃ; 
Градуированная. алгебра IV, 1, 
Градуированный модуль IV, 1, 
Градуировка` алгебры ТУ 
— модуля оу, № 
Галуа группа многочлена У, 10, 
-- — расширения V; 710, 
— pacwupenue . AT, 
— уравнение . NS; 


№ 


ww 


Were www ww 
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Группа Галуа многочле- 
BR ών 

— — расширения 

— предупорядоченная . 

— упорядоченная . . 

Гильберта теорема 


Двойной корень ΜΗΟΓΟ- 
члена . ER 
Двучленное уравнение 
Дедекинда теорема . 
Деление евклидово много- 
членов . . Pies 
 Hesnenus круга многочле- 
Ma iv 
— — уравнение 
Делимости отношение . 
Делители единицы 
Делитель строгий элемен- 
та 
— элемента 
Дискретная 
порядка 
Дисвкриминант 
расширения 


структура 


а 


Дифференциал многочлена[У, 4, 1 


— полный элемента ал- 
гебры : 

— рациональной eae 
Дифференциальная форма 
над алгеброй . . 
Дифференцирование 

гебры Lu 
— внутреннее 
— кольца 
— подалеебры Ев ere 
рег... : 
— частное BA Leu San 
Neel , 
— — в К (x, 42, ... 
de В: μὲ | [α!, 
Е 
Допускающее 


ал- 


= 
LQ, se 


подстанов- 


Глава $ 
V, 10. 
V, 10, 
vi; 4, 
VL =. 
У, 11, 
19:22; 
У, 41, 
Vest, 
В 
У, 44, 
у, 41. 
УТ, 1, 
“NT. 4. 
REG, 
Е 
те 
у, 10, 
Ἔν À 
IV; :2 
SIEH, 
У 
IV в 
У А. 
а. 
SANS 
Wis. 
FV, 5, 
AV: 


ку семейство . . 


n° 


Oi m= NN m. 


O1 Ot ND) N 


u 6 


On 


3 


55 


9 


4 


3 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава § 

Дробный главный идеал . УТ, 1, 
Дробь несократимая Le, 
— рациональная . 22 à À 
— — однородная AV, 3, упр. 
— — симметрическая .. NV, I, 
Евклида nemma . а 
Евклидово деление много- 

членов ef, Sees 
— частное , : Ee bate 
Единицы в кольце NEE 
Замыкание абелево поля У, 10, 
Замыкание алгебраическое 

поля Е М ee F 
— — — в расширении У, 3, 
Идеал алгебраических со- 

отношений между αι IV, 2, 
Идеал алгебраических со- 

отношений, Которым 

удовлетворяет æ . . . IV, 2, 
— главный дробный ‚МЧ, SE, 
Инвариантность поряд- 

ка при трансляции . . VI, 1, 
ЕКвадратичная форма . . IV, 1, 
Иватернарная форма . . IV, 1, 
Кольцо  ynopadouennoe . VI, 2, 
Конечного типа расшире- 

N Due PNR Moe, 
Константы в A [X ЕТ LIVE 
Корень двойной Μποτο- 

члена Fr. 
— из единицы м: ЕЕ. 
— квадратный в упоря- 

доченном поле . ME 2; 
— кратный многочлена IV, 2, 
— многочлена . EV. 2%, 
— п-й степени из едини- 

ΠΡ ИЕ Voit 
— первообразный п-й CTe- 

пени из единицы . .. У, 11, 


n° 
9 
11 
1 
3 
1 


12 


9 
5 
9 


bo 


> 


QW Co 


D 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ n° 


Корень’ простой многоч- 


HOT ee 8 Ру, 
— тройной многочле- 
Ba nec. ae pees po ENS 
— четырехкратный MHO- 
гочлена EIERN 
Коэффициент — старший 
ненулевого многочле- 
на из А [Х] ТУ, 
Коэффициенты много- 
члена . IV, 
— формального ряда . . IV, 
Кратное единицы УГ, 
— строгое элемента . . VI, 
=: элемента о токи 
Кратность корня много- 
члена ee 
Кратный корень MHOTO- 
члена AV, 
Критерий Маклейна . У, 
Кубическая форма aes 
К-автоморфизм расшире- 
ния поля К Rate V, 
Карон ини 
расширения поля К ¥ 
К-изоморфизм pacwupe- 
ния поля К. У, 
К-изоморфные pacwupe- 
MR UT RE NE Na 
К-эндоморфизм расшире- 
ния поля К. У, 
Лагранжа интерполя- 
ционная формула ТУ, 
Лейбница формула ТУ, 
Лексикографическое про- 
изведение м: 
Лемма Евклида “VL, 
Линейная форма . ТУ, 
Линейно ee pac- 
wupenus Е 3 Moy 
— свободное семейство. У, 
Линейный базис расши- 
У, 


рения . 


4 


4 


σι σι σι > = 


Маклейна критерий . 

Максимальное упорядочен- 
ное none . 

Минимальный многочлен 
алгебраического элемен- 
EEE 

Многочлен, . 

— деления круга . 

— минимальный алгеб- 
раического элемента 
—, меняющий знак в ин- 
тервале ER 
—, He roi CBO- 

бодного члена . 

pal eee | ues . ie 

— однородный полной 
степени р à 

— — степени р OTHOCH- 
тельно Х „ЕЛ 

— от п переменных 

— `сепарабельный 

— степени > р (>р) 

— унитарный hae 

Многочлены взаимно npo- 
стые We 

Множитель несепарабель- 
ный степени алгеб- 
раического расширения 

— сепарабельный CTeIIe- 
HU алгебраического 
расширения я 

Модуль градуированный 

Monoud предупорядочен- 
ный . ов > 

— упорядоченный 


Наибольший общий дели- 
тель двух многочленов 
в. Е 1X] 

— — — (H. 0. д.) 
ментов ire 

Наименьшее Я крат- 
ное двух многочленов 
в KIX] 


эле- 


У, 


ЗУ 


Zi, 
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Глава $ n° 


8, 


2 


5 


№ = 


ο) wow w 


wm 
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Наименьшее общее kpam- 
ное (н. о. к.) элемен- 


АА г 
Независимые элементы УТ, 
Неприводимый многочлен ТУ, 
Неравенство треугольни- 

ка в К (i) (К упорядо-. 

чено) пм 
Несократимая 806% SEM, 
Норма элемента сепара- 

бельного  алгебраиче- 

ского расширения . u 
Нормальное расширение У, 
— уравнение .. У, 
Нормальный базис : 
Нуль многочлена ay 
Нъютона формула . as 
п-арная форма ТУ, 
Образующих система над- 

поля RE di 
Одно родная составляющая 

степени р многочлена ТУ, 
— — — р формального 

ряда. ; IV, 
Однородная cocmaensio- 

wan элемента в градуи- 

рованной алгебре ТУ, 
— — — в градуирован- 
HOM модуле... . . ИУ, 
Однородный многочлен . . IV, 
— элемент в Tpanyupo- | 

ванной алгебре ТУ, 
— — в градуированном `` 

. модуле ТУ, 
Одночлен, Е a, i 
Остаток при евклидо- 

вом делении двух MHO- 

гочленов . . а 
Отношение делимости УТ, 
— — тривиальное VE 
Отрицательная часть 

элемента a's fh 
Отрицательный элемент VI, 


Глава $ n° 


ert N OD 
CO wm O0 ww On 


я 
1, 3 
iene’ 
1, 3 
ts 
1, 3 
1, 3 
$i. Ry 
1, 1 
1, 5 
4, 5 
16h 
1, 11 
178 


er 


ER ds MS 

Предупорядоченный  Mo- 
ноид ERS ee 

Применение  dufpepen- 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Первообразный корень 
п-й степени из единицы 

Переменная 

Подрасширение 


Подстановка формаль- 
ных рядов в ΓΡ 
ный ряд . 


‚ место X, в MHOTO- 


член ; à 
Поле алгебраически замк- 
нутое . ана 
— — — в расширении 
— корней многочлена . 
— --- п-й степени из еди- 
НИЦЫ Sn. ee 
— промежуточное . 
простое 
рациональных Bo 
— совершенное . 
упорядоченное . 
— максимальное 
формальных рядов. 
Положительный элемент 
Положительная часть 
элемента ый 
Порядок обобщенного 
формального ряда 
— полный формального 
ряда 
— формального а OT- 
носительно À,, Ves 


——- 


Правило знаков 
Предупорядоченная груп- 


цирования к коэффи- 
_ циентам многочлена 
— представления к коэдф- 

фициентам многочлена 
Примитивный элемент 
Принцип продолжения ал- 

гебраических тождеств 


Глава $ n° 


у, 11, 4 
IV, 1, 1 
N 
ΗΒ; 5 
IV, -2,:4 
V, 4, 
У; 3, 
V, 4, 
γ΄ 41, «Ὁ 
м2 
Vion 4 
IV, 3, 4 
γος ἃ 
ΝΟ 9 
v1.2, 2 
IV. 
VI ἃ 
‚ VI, 1,11 
IV: 55:7 
о. 
SAVIOR. D 
NI; 2: 1u2 
NET LUS 
VL. 42 
IV, 5, 4 
IV; 4, 79 
VOTE 
τγ.---;:.π 


УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ n° 
4Трисоединение (поле, по- 


лученное присоедине- 

нием) os Bee ee Vg ee 
dT pouseedenue лексикогра- 

фическое упорядочен- 

ных тре «о Ук eS 
ГТроизводная многочлена 

в A 2] SEN ἈΚ 4 
’— частная многочлена IV, 4, 1 
— — рациональной дро- 

DB: es IV. 24,4 
Промежуточное none . У: 
Простое none . RE PURES 
— расширение . ; Var 
Простой корень... . IV, 2, 4 
Pons ETES Le VE OT 
ФРадикальное pacwupe- 

μά. Ки я Ne 83 4 
Радикальный элемент . АВ 
Разложение в формаль- 

ный ряд рациональной 

дроби. DIV 5 4 и 5 
Разложения теоремы . VI, 1, 10 


Размерность алгебраиче- 


ская расширения У, 5, 2 иупр. 1 
Расширение абелево γ. 40; 5 
— алгебраическое χ RER 
— Галуа У. 10-44 
— конечного типа... V, 2, 2 
— нормальное Via ἃ 
--- MOAR! ESS CURE à Dr dre ME 
— npocmoe Маки 
— радикальное . . Vu 
— сепарабельное Wiis = 
— mpancyendenmnoe У. Oy 
— Универсальное . А er | 
— упорядоченное поля . VI, 2, 3 
— циклическое .. МНЕ В 
— чисто трансцендент- 

ное Е | У 
= УЮТ ок ah ee Ny ra oe 
Расширения, алгебраи- 

чески разделенные . VENT 


Глава $ n° 

Расширения Галуа (ос- 

новная теорема) Vs 1075 
-- линейно разделенные У, 2, 3 
— сопряженные Me τές. 
Рациональная дробь. . IV, 3, 1 
— Функция а. 
Ряд обобщенный фор- 

мальный : IV, 255% 
— формальный . . рой 
Свободный член многочле- 
о A 
— — формального ряда IV, ο) ewe 
Семейство, алгебраиче- 

ски свободное . ERBE | 
—, — связанное . . | 
—, допускающее подста- 

новку в рациональную 

дробь is ENS Per 
Семейство линейно сво- 

бодное .. cS Ea ees 
— суммируемое фор- | 

мальных рядов. Ги; δ. -ᾱ 
Сепарабельное pacwupe- 

He. DURS Ae TS NE Fe 
Сепарабельный алгебраи- 

ческий элемент, ος ETES Pie 
— базис трансцендент- ‚> 

ности .. ; | V 5229533 
— многочлен . . ημας SR 20 
Симметрические — функ- 

ции Е 1524 
— рациональные дроби Peat 
Cucmema, алгебраиче- 

ски свободная М. 
—, — связанная . . У 921 
След элемента  сепара- 

бельного алгебраиче- 

ского расширения . У, 10, 6 
Сложение неравенств .. ТУ 1 
Совершенное поле . EN EI oe 
Сопряженные подрасши- f 
‚penus . ς Vi Ὁ 
— элементы ; . У 69 


q% 
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Составляющая οϑμοροῦ- 

ная элемента градуи- 
рованной алгебры LIN + 
Старший коэффициент 
многочлена Er Е: + 
Степень многочлена от- 
носительн0о0 X, СУ . IV, 1, 
— полная многочлена ТУ, 1, 
— — рациональной дроби ТУ, 3, 
— рациональной дроби 
относительно  HEKOTO- 

рой переменной . . . IV, 3, 
— расширения . . er 
— трансцендентности 
расширения . V,5, 2 иупр. 
— элемента epadyupo- 

ванной алгебры . HE 6" ee ε- 
— — градуированного | 
модуля С Es 2h 
Строго отрицательный 
элемент Ме 
— положительный  INE- 

мент норе 2 PT 
Структура дискретно- 

го порядка . ἃ, “ἩΕ--ᾱν 
-- порядка, согласован- 

‚ная co структурой 
группы ΚΕ NET 
— -- согласованная 

со структурой кольца VI, 2, 
— — согласованная 

со структурой монои- 
Е И FE В 
— предпорядка, согласо- 
ванная со структурой 
коммутативного моно- 
М УЕ à 
Сумма прямая упорядо- 
ченных групп. EMMIS 4; 
Суммируемое семейство 
формальных рядов . . IV, 5, 
Тейлора формула . IV,.:.»; 
Teopema Apmuna . V, 


Глава $ n° 
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m 
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УКАЗАТЕЛЬ ТЕРМИНОВ 


Глава $ n° 


Теорема Артина — 

Шрейера VI: 
— Гильберта У; 41.55 
— Дедекинда SOU PR 
— основная ο расшире- 

ниях Галуа Dee Pan OS 
— разложения en Fa di 0 
— Штейница My a oc N, 02 
— Эйлера — Лагран- 

MOG tg Тб ae a Pe eee 
Тернарная форма. IN, Εμ ἃ 
Трансцендентное расши- 

ние у. -ᾱ ; Vin 3.2 
Трансцендентный эле- 

мент У a 
Тривиальное отношение 

делимости . . ÉTÉ SES 
Тройной корень MHOTO- 

члена Ако. 4 
Универсальное расшире- 

HUG. Pi es ET, У 
Унитарный многочлен ТУ, 1, 3 
Упорядоченная группа УТ, 1, 1 
Упорядоченное кольцо VI, 2, 1 
— поле ρας. Zur 
-- расширение Riss, FREE 
Упорядоченный — моноид VI, 1, 1 
Уравнение абелево NV; 15,9 
— Галуа ἶ V5" 407228 
— деления круга MAT 2 
— двучленное У; 11:76 
— нормальное Ve" 6S 
Форма бинарная . ТУ: € 
— биквадратичная .. . IV, 1, 3 


— внешняя дифференци- 


альная над алгеброй ТУ, 4, упр. 14 


— дифференциальная 

над алгеброй ТУ 
— квадратичная . LV; 
— кватернарная . . EV, 
— кубическая AN, 


Глава 
Форма линейная . SAN; 
— степени р EN; 
— тернарная Ha 
— n-apHaa и 
Формула интерполяцион- 
ная Лагранжа . ТУ, 
— Лейбница IV, 
— Homwmona У, 
— Тейлора ES °F 
Функция — полиномиалъ- 
ная ТУ, 
— рациональная IV, 
Функция симметриче- 
ская 
— Эйлера У, 
— элементарная симме- 
трическая у 
Характеристическая экс- 
понента У, 
Целый в поле FONCÉ 
Частная производная 
многочлена ok 2 
— — рациональной дро- 
Е У. 
Частное дифференциро- 
вание алгебры много- 
членов ES QUE 
-- -- — формальных 
рядов ESTER SR, 
— — поля  рациональ- 
ных дробей αγ 
— евклидово многочле- 
на при его делении на 
унитарный многочлен IV, 
Часть, алгебраически 
свободная У, 
—, — связанная . Arg hs ἐς 
— отрицательная эле- 
мента . NL, 
— положительная  INE- 
мента. VE 
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Глава $ n° 
Четырехкратный корень 

многочлена ее SAN: ds 4 
Чисто mpancyendenmnoe — 

pacwupenue . Va ος. 4 
Чистое расширение У 
Чистый базис. Van 
Член. многочлена . Е: 
— полной степени р 

в многочлене РЕ. 
— — — в формальном 

ряде . ον À PO ee + 
— свободный  MHOTOUJIE- 

Pee a а а Е. 
— — формального ряда ТУ, 5, 2 
— степени р относи- 

тельно X,, 1Е/, в MHO- 

гочлене ры 8 Kar PU 
noie” Song mode: St ne B ᾧορ- 

мальном ряде еж 
Член формального ряда IV, 5, 1 
Штейница теорема У, 4, 2 u V,5, 2 
Эйлера — Лагранжа meo- 

ра VI; 2:56 
Эйлера функция VAL; A 
Экспонента Xapakmepu- | 

стическая Е = 
Экстремальный элемент УТ, 1, 13 
Элемент алгебраический 

расширения У 3% 
— us A кратности 

> h относительно MHO- 

гочлена из 4 [Х] EV ee 
— отрицательный . γε, 3 
— положительный VE ESS 
— примитивный расши- 

рения . Ses Ns oe 
— радикальный pacwu- 

рения seas Vi 
— сепарабельный алгеб- 

раический расширения У, 7, 6 
— строго отрицательный УТ, 1, 3 
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Глава $ n° Глава ἃ n° 
Элемент строго поло- Элементы ассоциирован- 
DEUMERBHRU ел VIE ES ἃ BETT nag N VE 0 
— трансцендентный — взаимно простые . . VI, 1, 12 
расширения ....... V, 3, 1 Элементы независимые VI, 1, 12 
— экстремальный ..УБ 4,13 — — в совокупности . . VI, 1, 12 
Элементарные симме- — 77 попарно... "VE 412 
трические функции У, I, 1 -- однородные обои 
Элементы алгебраически ванного модуля à « « + IV, 1, 8 
зависимые расшире- — — градуированной ал- 
Bigs О a ne Vorrat Cbs een ee, ОЕ. 
— — независимые pace — сопряженные pacuu- 


а: р ne Me Det: μων. πι НА ры 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГЛАВЫ IV 


Многочлены и рациональные дроби ($$ 1, 2, 3) 


Определение многочлена: 


Пусть дано KOMMYTATHBIHOC кольцо с единицей А. Алгеброй многочлс- 
нов от р переменных или неизвестных Χι, Χρ, ..., Хр над кольцом A 
пазывается алгебра, базисом которой являются элементы вида 


т т т 
X]1X2°?...X,P (т Е N). Эти лемепты пазываются одночленами; 
закон умножения в алгебре многочленов определяется таблицей 


умножения одночленов 


‚Mm, ут т п. п п m,tn, vmotn. m+n 
(KRZR... ХОР (ХИ ХЬ? ... Χρ») --Χ 1 ΑΧ, XOP OUR. 


Эта алгебра обозначается символом А [Х{,..., Χρ]. 


Рациональные дроби: 


Пусть дано поле А. Полем рациональных дробей от р переменных над по- 
лем К называется поле отношений кольца целостности К [Ху, Хо, ... 
..., Xp]. Это поле обозначается символом К (Ху, Хо, ..., Xp). 


Многочлены, рассматриваемые KAK операторы: 


Пусть дано коммутативное кольцо с единицей А и коммутативная 

алгебра с единицей Е над А. Для всякого многочлена f— 
τι τι n x 

=>) On soe en Χι!Χ,’... ΧρΡ из кольца А[ Хи, Хо, ..., Xp] и BCA- 


р 
кого семейства (ili<i<p из р элементов алгебры Е полагаем 


nn η 
f (21, 20, ..., тр) = 2 On ite. : ΚΝ ... Тр? 


Семейство (αι, 12, ..., Lp) называется нулем многочлена } в алгебре А, 
если f (4, 22, ..., Хр) =0. 


Дифференцирования (ἃ 4) 


Определение дифференци рования: 


Пусть Р— алгебра над кольцом А (с единицей), Е —ее подалгебра. 
Дифференцированием алгебры Æ в F (или А-дифферепцированием 
Ев F) называется всякое А-линейное отображение D алгебры E в F 
удовлетворяющее тождеству 


D (zy)=Dz-y-+«-Dy 


для любых двух элементов x, y CE. 

В алгебре Α[ΧΙ, Xo, ..., Χρ] многочленов от р неизвестных над коль- 
цом A для всякого индекса #, 1<i< р, существует единствен- 
ное дифферепцирование D;, удовлетворяющее условиям ДО; (Х;) = 


=1, 2; (Xj)=0 при 7 # i. Для всякого многочлена в Ann. + X 
n n n 
x X1'X9°... ХуР имеем 
Dif= > na ии СР 
if >, ἶ Nfioe ..П μέ“; i-1 L 111 sine is > 
р р 
; 9] 
Элемент D;f( обозначаемый также символом эх. называется 
i 


частной производной многочлена } по Х;. 


7 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГЛАВЫ У 


Характеристика. Простые поля ($ 1) 


Определение характеристики u тарактеристической экспоненты: 


Характеристикой поля К называется наименьшее целое число т > 0, 
для которого mx = 0 при всех x ЕК, или нуль, если целых чисел 
т > 0 с указанным свойством не существует. Характеристика вся- 
кого поля равна либо нулю, либо простому числу. Характеристиче- 
ской экспонентой поля К характеристики р называется число р, если 
p > 0, и число 1, если р = 0. | 

Для всякого поля К с характеристической экспонентой р отображение 
2 > xP является изоморфизмом поля К со своим подполем KP; иначе 


говоря, (x + y)P = xP + yP. 


Простые поля: 


Поле Р называется простым, если оно не содержит подполей, отличных 
от всего поля. Всякое простое поле Р характеристики нуль изо- 
морфно полю рациональных чисел О, а всякое простое поле харак- 
теристики р > 0 — полю Z/(p). 


Расширения. Присоединение элемента ($ 2) 
ἰ 
Определение расширения и его степени: 


Расширением Ё поля К называется всякое надполе, рассматриваемое как 
алгебра над К. Если его размерность над К конечна, она называется 
степенью поля E над К и обозначается символом [ЕЁ : К]. 


Определение К-изоморфизма: 


Пусть E и F — расширения поля К. Всякий изоморфизм поля E на F, 
оставляющий инвариантными элементы поля К, называется К-изо- 
морфизмом Е на К (К-эндоморфизмом поля Е, если F CE, K-aemo- 
морфизмом поля Е, если F = Е). 


Определение К [A] и К (A): 


Для всякого расширения Ё поля К и всякой части А C Е символом 
К [А] обозначена подалгебра поля Æ, порожденная множеством 
К |] А, а символом К (A) — подполе поля Е, порожденное множе-. 
ством К |) А (это подполе является полем отношений кольца целост- 
ности К [А]. 


Линейно разделенные расширения: 


Пусть G — расширение поля К, Е и F — расширения поля К, содержа- 
щиеся в G. Поля Е и F называются линейно разделенными над К, 
если они удовлетворяют любому из следующих трех равносильных 
условий: 

1. Любое семейство (ag) элементов поля E, линейно свободное над К, 
остается линейно свободным над F. Иначе говоря, из соотношения 


вида >, doo, = 0, Ya € F, следует, что у» = 0 при всех a. 
a 


2. Любое семейство (bg) элементов поля Г, линейно свободное над Ä, 


остается свободным над Е. Иначе говоря, из соотношения вида 
№) zpbp = 0, αρ € E, следует, что zg = 0 при всех В. 


3. Для всякого семейства (ag) элементов поля E, свободного над К, 
и всякого семейства (bg) элементов поля F, свободного над К, 
семейство (dgbg) свободно над К. 


Алгебраические расширения ($$ 3 u 4) 


Определение алгебраического элемента: 


Элемент x € E расширения Е поля К называется алгебраическим над К, 
если существует такой многочлен ] + 0 в кольце К [X], что f (x) = 0. 
Унитарный многочлен наименьшей степени с таким свойством назы- 
вается минимальным многочленом элемента х над полем К. Всякий 
неалгебраический над К элемент называется трансцендентным над К. 


Алгебраические расширения: 


Расширение Е поля К называется алгебраическим (над К), если всякий 
элемент этого расширения алгебраичен над К. Расширение поля К, 
не являющееся алгебраическим, называется трансцендентным (над К). 


Алгебраически замкнутые поля: 


Поле К называется алгебраически замкнутым, если не существует 
алгебраических расширений этого поля, отличных от него самого. 
Всякое алгебраически замкнутое алгебраическое расширение поля К 
называется алгебраическим замыканием этого поля. 


Трансцендентные расширения ($ 5) 


Алгебраически свободные семейства: 


Конечное семейство (x;), <igm Элементов расширения Е поля К 


называется алгебраически свободным над К, если не существует 
ненулевого многочлена ГЕК [Xı, Xo, ..., Xml, для которого 
f (24, 20, ..., Lm) = 0. Произвольное семейство элементов расшире- 
ния E называется алгебраически свободным, если всякое конечное 
подсемейство его алгебраически свободно. 


Базисы трансцендентности: 


Базисом трансцендентности расширения Ё поля К называется всякая 
часть ВС. Е, алгебраически свободная над К и такая, что поле E 
алгебраично пад К (В). Если существует базис трансцендентности В 
расширения E, для которого E = К (В), то поле Е называется чисто 
трансцендентным расширением поля К. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ И АКСИОМЫ ГЛАВЫ VI 


Упорядоченные группы. Делимость ($ 1) 


Определение упорядоченной группы: 


Упорядоченной группой (в аддитивной записи) называется абелева 

‚ группа G, снабженная отношением порядка (обозначаемым символом 
2 < у, которое удовлетворяет следующей аксиоме: | 

(УМ) Для любого элемента z € ΠΒ отношения x < у следует, что 
rely tz. 

В этом случае отношение порядка называется совместимым со структу- 
рой группы на G. 

Положительным (соответственно отрицательным, строго положитель- 
ным, строго отрицательным) элементом группы G называется всякий 
элемент 2, удовлетворяющий отношению x > 0 (соответственно 


0 оба 0% 


Решеточно-упорядоченные группы: 


Упорядоченная группа называется решеточно-упорядоченной, если 
любая непустая конечная часть этой группы имеет верхнюю и нижнюю 
грани. 

В решеточно-упорядоченной группе С положительной частью (соответ- 
ственно отрицательной частью, абсолютной величиной) элемента 


ЕС называется элемент sup (x, 0) (соответственно sup (— x, 0), 
sup (2, — α)), обозначаемый символом zt (соответственно x, | x |). 


Независимые элементы: 


В решеточно-упорядоченной группе элементы X, у называются незави- 
симыми, если inf (x, y) = 0. 


Экстремальные элементы: 


Элемент х упорядоченной группы @ называется экстремальным, если 
он является минимальным элементом множества строго положитель- 
ных элементов группы G. 


Отношения делимости в поле: 


Пусть А — кольцо целостности с единицей 1, К — поле отношений коль- 
ца А. Отношение «существует такой элемент z € A, что у = zx) между 
элементами x, y € К записывается в виде x | y. В этом случае гово- 
PAT, что 2 делит у, или что 2 является делителем у, или что элемент у 
кратен 2 (относительно А). В мультипликативной группе К* отношение 
«x | уиу| x» является отношением эквивалентности, которое совме- 
стимо со структурой группы К*. Подгруппа U тех элементов x € К*, 
для которых x |1 и 1|x, является группой обратимых элементов 
кольца А. Элементы х, у называются ассоциированными, если они 
принадлежат одному и тому же классу mod U. Ha факторгруппе 
К* | U отношение x | у превращается в отношение порядка, совме- 
стимое со структурой этой абелевой группы. 

Для всякого элемента x € К А-модуль Ах обозначается символом (x) 
и называется дробным главным идеалом поля К (относительно А). 
Идеал (ху) зависит лишь от (x) и (у) и называется произведением 
идеала (x) на (у). Отношение x | у эквивалентно каждому из отноше- 
ний y € (x) и (y) С (x). Множество .Ÿ* ненулевых дробных главных 
идеалов поля К, снабженное законом композиции ((x), (у)) — (ху) 

| и отношением порядка (x) Ὃ (у), является упорядоченной группой, 

| которая изоморфна факторгруппе K*/U. 

’ Элемент d € К называется H. 0. д. семейства (x;) поля К, если отноше- 
ние 2 | 4 равносильно отношению «2 | x; при всех i». Это означает, что 
идеал (4) является верхней гранью (для отношения CC) семейства 
((x;)) дробных главных идеалов во MHOFKECTBE BCeX дробных главных 
идеалов поля К. Элемент m € К называется н. 0. к. семейства (x;), 
если отношение m | равносильно отношению «zx; | 2 при всех i», 
то есть если идеал (т) является нижней гранью (для отношения С) 
семейства главных идеалов (х;). 

Элементы x, у поля К называются независимыми, если идеалы (x), (y) 
независимы, то есть если единица является н. о. к. элементов х, у. 

Элемент p € А называется экстремальным, если идеал (р) есть экстре- 
мальный элемент упорядоченной группы .Ÿ*. Это означает, что всякий 
элемент x € A, делящий р, ассоциирован либо с р, либо с единицей. 


Упорядоченные поля ($ 2) 


Определение упорядоченного поля: 


Упорядоченным полем называется коммутативное поле К, снабженное 
структурой порядка, в которой К совершенно упорядочено, совме- 
стимой со структурой аддитивной группы К и удовлетворяющей сле- 
дующей аксиоме: 

(УК) Из отношений x > 0 x y > 0 следует, что zy > 0. 
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